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Die Entwicklung der niodorneii Teeliuilc driliigt auf 
stiirlcere HernuKiehung der mathoinatisclien Metliodeii. 
Der Ingenieur indesseu, welcher bereit ist, sicli niit 
doni ndtigon Rtistzeug zu versehen, sielit sich vergeblich 
nacli knrzen Darstollungeu uui, die geeignet wilren, 
ilm s elm ell in das besondere Gebiefc, das ilm gorado 
interessiort, oiuzufiiliren. — Diese Liicke will vorliogonde 
Samnilung ausfttlle^ii. Sio setzt sioli zum Ziel, deui lugo- 
nieur Scliriften zn bioten, welcb.6 auf etwa 100 Seiteii 
fiir ein eng begrenztes Gebiet die mathematiscUen 
Metbodon eiufacb imd leiclitfafilich ableiteii imd deren 
Verwondbarkeit in den einzolneu Toilen von Physik 
iiiul Tecbiiik aiifdecken. Dabei kann Vollsfcandigkeik 
der Bewoisftlbrimg, die vom Staiidpunkte wissonsebaft- 
licber Strenge erstrebenswort waro^ bier niclit erwartefc 
werden. Violmobr wird bosondoror Wert darauf gelogfc, 
Dinge, die fiir die Anwendungeu von Wicb- 
tigkeit sindj niolit zuguiisten wissonsebaft- 
licber Strengo zurilcktreten zu lasson. Die Dar- 
stellung der einzelnon Gebiete wird so gebalton soin, 
dafi jede ein abgescblossenes Gauzes fiir siob bildet. 
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Vorwort. 

Eiuo solbstRiidige Schrift in cloutschev Sprache ziim orstcn 
Btiidium dnr Bos8ol8(5hon Fnnktionon ist nicht vorlmnden. Das 
fi'lUioi* viol bonuizto Work von Lorn mol ist vergriffen; das Buck 
von (tI’IiI’ und Uublor ist als Anfangsstudiiira fttr Stndierende 
ktuun, fill’ Ingonimiro und Tocbnikor gar nicht geoignet, und das 
Handbuch vonNiolson ist nicht sovvohl znm Studium borechnet 
als violmolu* oin Naohschlagowork, in dom '/iomlich alle bisher bo- 
kannton Slltzo, Formoln usw. ttbor Bossolsche Funktionen zu- 
sammongcstollt sind, YovtvolTlich ist dio Binfilhrung, dio H. Web or 
in dioso Funktionon gibt; da sio abor nur oinen Abschnitt seiner 
Boarboitung dor RioinannKohon partiellen DifTorontialgloichimgen 
bildot, so ist sio naturgoinllli ntwas knapp gehalten und boschiiinkt 
sich iin wcsontlichcn aiif ganzzahligo Parameter, ja eigontlich nur 
aiif dio Funktionon nuUtor und orstor Ordnung. 

Mit diosoin kloiuoii Buoho glaubo ich daher koine uberfliissigo 
Vorbrtbntliohung zu machon und holVe, dab os fttr dio Kroiso, an 
dio sitih dinso Hamnilung von Bobrii’ton woiidct, von einigom Nutzen 
Hoin wird. 

Vt\x besondorom Danko bin i(}h Horrn Ingoniour F. Fmdo 
verplliohtot I'llr dio grolio Mttho, dio or sich durch das Losen dor 
Korroktnr gomacht hat, und (tlr mancho Bomorkungon, dio bo- 
fiondnrs in Hinbliok aul’ Loser aus don Kroison dor Teclinik mir 
von groiiom Worto warou. 

Borlin, im Juli 1908. 


P. ScbarhoHliii. 
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Einleitniig. 


^ 'H tloii iMxnkfciailou, die in den letzfceu fiinfzig Jahren in 
iiniinir nteigoiidom HaBe daS Interesse der Matheraatiker nnd der 
liyHikov onvGolct haben, gehOren die Bosselscljen Fuiik<k>n»"ii, 
dm von niancheii Aiitoron auch Zylinderfnnktionen genannt wtrdrTi. 

Aiif spovAolU) Fy,lle dioset' Funktiouen, niimlieh 
‘lift Jcit/t ala Bosselsche Funktionen von der Ordiiung Null uni 
Kinn bozoichiiot wordon, wnrde zuerst wold Daniel Bernoulli - 
iin •lulu'u 171)2 goftthrtj imd zvvar bei der Bebaiidlung des 
der Bolvwingungon ©iner homogeneu Kette, die am ohenm Ktv.l.- 
l)()f(>Htigi; ist und mat dem untereu Eude nm die iBeicligeivi . bt v 
liigu sclnvingt. Bei derselban Aufgabo stieU anih KviB i -? ii: 
.laln’o 1781 iiuf diese Funktionen. 

Boi dem Problem der ‘Warineleituiig iti einem 
golangton Fourier*) und Poisson^) elioiifalU /n «i- r lo - l 
flcbon Fnnktion der nnllten Ordiiung. 

Von einer neneii Funktionsgrnppe und eiiier 'I'hi^orm d- ■ 

Icann abor erst gesprochen werden, scitdem I'MiH-to! 'i m > 
wicbtigon Vbliandluiig: „Unter.sue\iungcn iiber deti T.-il ..1- r 
iurmobon St6rungen, woleber nus der Btnveguug der S«fin.^ ■■!*' 
slobt“- nine allgemeine Funkfcion detiniert liatte, die iiichi v,i- ji 
spoy.iollon FlUlc im wesentlichen nur von eiiior, sondeni v<>ii i 
Viu’iaboln abbllngig ist, die man jetzt als Argument mid Punor.' . 
untorsohoulot. Bosscl gab in jencr Arbeit eine Iiitegrnldm .o im . / 
null cUo Entwicklung der Fnnktloneu naeh Polenzvn d. - Aij-- 
inoiits und stollte die Differentialgleichung auf, der dm 1 tmktr o. 


rcmkar 

l”la'chaie«r^ P«.« 

iSSriS do la ctaleao ’ 

HuhuriHillUn, mo BoHSOtaoUoii H'vuiktionen. 


‘OliTil- >A- 
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genugen. Eerner fand er die Rclationen, die zwischen den Funk- 
tionen init versehiedcnen Parametern existieren, nnd so ist es 
wolil berechtigtj jeuc Fuuktioneu init seinem Namen zu bolegen, 
wie dies zuorst von SchlSinilch^) im Jalire 1857 und kiuz 
darauf von Lipschitz^) gcschehen ist. 

Dio ersto selbstilndige Sebrift ilber diosc Funktion riihrt von 
Cavl Neiunaiin®) aus dein Jabre 1867 hei'j iin Jabro daianf 
folgte eine viel benutzto Monographic von L online 1**). Von diosoin 
Zeitpnnkt an scbwillt die Litoratnr iibor die l^esselschcn Fiiiik- 
tiouen gewaltig an; wftbrend 0. Neumann in seiner Sclirift noun 
Abhaudliingon iibei* sie angibt, niiiimt das Ijitoratiivvorzoiclinis in 
dor jiingsten Monographio von Nielson^) 15 Soiten in Grolioktav 
ein! Als selbstilndige Sebriften siiid nocb zu erwilbnon die loin 
theoretische von Graf und Gublor®) und die von Gray und 
Matbews’), welcbe liauptsllcblicb die Amvondiingen in dormatbo- 
matiscbeii Pbysik bervorkebrt. Aiicb nur oinen I'oil dor Abliand- 
biiigen, die in den lotzten vierzig Jabron ovsehionon siiid und unsoro 
Funktionen bebaiidoln, bier anziigebon, ist ganz unm6glich| os mag 
in dieser Deziebnng auf das Work von Nielson nocb oinmal auf- 
morksam gemaebt werden, das sehr eingobonde iiiid sorgl'llltigo 
Literatiirnacbweiae en tbill t. 

Auf den Mathoinatikor werden die Bessel sebon Funktionen 
ibrer zablreichen interessanten Eigonschafton und Bozioluiiigon 
zu aiideren Funktionen wogen stots cine grofio Anziebiiiigskraft 
ausiiben, aber aiicb fUr don Teebnikor gewinnon sio iniinor niobr 
an Bedeutung. Zu den sebon obon erwllbnton Anwondungon babon 
sicli in den lotztou Jabven noob zaldroiebo andoro gosolltj boi dor 
Beiiginig dcs Lichtes und dor Schwingung von Menibranon spielon 
sic eine Rolle, in dor Hydrodynaniik, boi dor Fortpdanzung olok- 

1) tlbor die BcbboIbcIio Funktion. Zoitaebriffc lilr Math. u. Pbj's., 
Bd. 2, S. 137—106. 1867. 

2) Dber die BoBaolacho Transzoiulonto J. Journal filr dies rolno 
11 . angew. Math., Bd. 60, S. 189-190. 1850. 

3) Thoorio der BoBSclachon Funktionen. Ib'u Analogon znr Thoorio 
der Kugolfunktionon. r4eipz!g 1807. Teubnor, 

4) Studicn ilber die BcBsolHcbonFiinktionon. Loi]izig 1808. Teubnor. 

6) Haudbiich dor Thoorio dor Cylinderfunktionon. Boipzig 1904. 
Teubnor. 

0) Eiuloitiing in dio Thoorio dor BoBSolaclioii Funklionon, 2 llefto. 
Bern 1898, 1900. Wyss. 

7) AtroatiBe on BobboI fimctioiiB and tboir applicatione to phyBlcs. 
London 1896. Macmillan & Co. 
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trischer Wollen iJiugs Drllbtoii mid boi der drahtlosen Telographio 
hat limn sich ihror bodieut. 

So dttrfto es wohl don Zieleii eutspreclien, dio dioso Sainmlung 
von inathonmtiscii-physikalisclien Schrifteii sicli gosteckt hat, daU 
die Theorio diosov .Fiinktionon hior den .Tngeniouren und Stiidie- 
rmiden '/iigiinglich gemacht wird. 


1. Abscluiitt. 

Dio Dossolsclicii Fiinktionon orstor Art. 


1, Hilfsformoln. AiiOoi* den Hauptrogoln der DiiTerontial- und 
tntegralroohnung iniiB man boim Studium dor liessolscbon Funk- 
tionen oino Roiho von 'rieziob ungen koiuion, dio in Zusammenlmng 
Ktehon mifc dor sogenaniiton hyporgeomotrisehen Roiho. In diosor 
Nunnnor sollen dioso Formoln dahor luitgotoilt worden; die Bo- 
woiso liiidot man in dom Hauptwork ilbor dioso Fiinktionon von 
C. F. Oauli: Disqnisitionos gonorales circa soriom iidinitam etc. 
Worke, lioraimgeg. von dor kgl. GosolLsch. d. Wiss. /.u Gdttingen, 
Bd. 3; dioso Abhandlung ist auch ins Bontscbo Ubcrsetzt ivordon 
von Hoinr, Simon: Allgomoiiio Untisr.suchungon iibor dio unond- 
licho Roilio usw. Berlin 1888, Springer. 

Ks mdgo noob ausdrftokUoh bomorkt wordon, dali dio in diosor 
Nunnnor gogeliono Zuaammonsfcollung von Formoln boim 
Studium zunllclist ilborgangon wordon Icann. 


(:l.) 


“ 1 -I- 


«/3 
1 • y 


«(« + 2 


-1- -J- ") 4. 

l.a.}|.y(H-l)(y"+2) • 


lioilit dio hy porgoomotrischo Roiho*, dio GriUion «, |3, y, .i: 
hoi Bon iUr orstos, zwoitos, drittcs und viortes Elomout, odor 08 
wordon «, fi, y als dio Paramotor, .c als Argumonfc bozoichuot. 
Dio Roiho ist konvorgent lur alio komploxon odor reellou Worto 
von ii\ doron abfiolnfcor Botrag kloiuor als 1 ist; wonii oinos dor 
boidon orston Elomonto oino nogativo ganzo Zahl — n iat, so ist 
F oino gau'/.o Funktion «ton Grades dos Argmnonts. Es ist; 

(2) AXfG y , aj) =« F{§ ic), 

1 * 





I. Die Bcsselscheii Fiinlctionon erstor Art. 


/o\ = ^F(k + 1 , (3 + 1 5 7 + 1 1 •'®) • 

V / dsG )’ 

Far einige besondore Werto der Eleinonte orgol)on sicb die 
Glcichungon : 

( 4 ) (t -xy^F{-v, (3, /3, .«), Qi boliobig). 

^ 5 ^ log (l + x) =■ j ^5 ^ > '*■) ’ 

wo bier wic im folgendon stots uiifcor log dor tiatiirlicho Loga- 

ritliinus verstandou wird. 

(6) arc sin x 4 j i 

(^ 7 ) arc tg a: = i 1. , :]•, — •'<'") » 

n V 1 -■“• V « .. a \ 

^8) sini'O!— vsiu.'B*/''^--'"^ ) ■ a 

(0) cos vx = , -- g , g , «bi^ . 

Die Fiinbtioa F ist oino Losung dor Dillcrontialgloicliuiig: 

(10) -!)£!+( (« + 1> + 0* ” )■ 1 1 I- " ■ 

Woiin Kwisclion don Paramotcjrn, din bier slots rooll ango- 
nommoa werdon, die Dozielmng bostobt, duli y — « (i > 0 ifit, 
so bloibt F aucb mr x -= 1 kojivorgont. Uni in diosom Fallo don 
Gron/.wort von angoboii zu kiinnoii, bat (lauii oino Funktion 
n(x!) duveb Iblgondo Gloicbuiig oingoftlbrt: 

(11) m - limy + -)•■■(» -I 

Fill’ dioso Funktion golten folgoiido l*’orinoln: 

(;12) if(^) ;l); - i. 

Bodoiitot domnacb n oino positive ganzo '/alil, so iai;: 

(13) llis! -I- «) -- (a ‘\- «) ' « :0 • • ’ (•' - I’- :l ) // (/) 

und fill' j?-“ Oj 

(13a) //(»)■ =«l 

Fill’ rcoUo WorU) von a griiBor als — 1. ist Ilf: positiv und 
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ondliclt; fur alle nogativon ganzzaliligen Wcrto ist Ilf! unoiidlich 
groJl; Ziwisclien — 1 und — 2 ist Tig nogafciv, zwisclien g; =< — 2 
1111(1 — 3 positiv Hsw. Pill’ negative gaiiKxaUlige AVerte von g liat 
1 

(lemnacli den AVort Null, d. h. os ist: 

n{g) ’ 


(131)) 

1 

rif^nj 

= 0. 

Es 

; hostehon fcrnor die Gloichungcn ; 

(14) 

n(~i) ^ Vtc ; 

-lyTt. 

(If,) 

T 

1 

■ x)^ - 

^ Hin^Tf 

(10) 

„(-±. 

1 \ 7t 

2 '^/ (lOSgTt 

(17) 

n(ng) 


Spoz.iell fill' n = 2: 




‘A 

(IH) 

\ 

Wig 

: 

. 

li 




Pernor sotzt Gauli: 

(19) 

Dioso Punktion gonttgt disr Gloiehung; 

(20) af(H-i)= >i'(s)-l-i:]li' 

Pilr gaii/.zabligo AVorto von g ist dahor; 

(21) >P(u) = W(0) + 1 -I- -* + 4 H (- 4 > 

worin *.F(0) — 0>=^ — 0,577 215005 ist; Olioilit die Pulorsclio 

Konstanto. Es ist: 

(22) is) - cotg jr.g. 

Pill' negative gaiizzaliligo AVorto von g ist unondlioli 
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gro6; in diesem Falle ersclieint in tier Form doron AVort 
sich folgendermaOon bestimmon lUBt. Es ist nncli (12) und (20): 

.j>., + 1) - ih _ I 1 1 

= — p— ^ q: i j 

{z + 1) 4- 2} ( + 2) - ^ ) 

== J7(^ + 2) 

(^ -{- 1) (^ + 2) • • • (^ -h «) { -I- «) - ,, I f .|. « „ 1 — 

^ lT(z-]-nj' 


Setzt man liicriii ^ , so lioforn wogon dos Faktors -\-n 

alle Gliodor des Ziihlors don Wort N\ill niit Ausnalimo von , 
und man oi'hiilt: 


(23) |^)--(-« + l)(-'' + 2)-(-l)=(-l)”W(»-:0- 

Mit Hilfe dor Funktion HlUBt sich dor AVort von F{ci, /i„y, l) 
angobon, falls or cndlioh ist; nllmlich: 



F’(«, /3, y, 1) 


n(y — 1). 


dioso Fonnol gilt also, falls y — cc- — /i!>0 ist odor falls a odor /I 
• cine negative gaiizo Zahl ist. .Fernor lilBt sich <lio hh'klilrungs- 
glcichung von F schroibon: 


(26)1X«|3,.*)= 


rfij;r(y-|-i ■■1) 




Duroh DilVerontiation nach y folgt: 



dFiaftyx) JI(y— 1) 1) 

d Y .'■■■ n(tt~ i)rf{li ~ 1) ^ If (y • f il ■ • .1) 

X { W{y ~ 1) — >Z^(y 4- 1 -- 1 ) } xK 



Die Eiilevaclioii Integrale, 


Aus (24) und (26) folgt die Gloichung: 


1 ^ i - 1) 77(f? + i - 1) >F(>' + - 1) 

ji(a - 1) jT(p™ 1) ^ : 


mjT(y4-A — 1) 


= ( 'nj-o-O-h ny-P-i) 

unlior donsolbou Jiodingungon, die fill* (24) gelton. 

Das Euloi'scho Integral '/.weitor Gattung odor die Gamnui- 
fiinUtion r(X) UlOt sich ebonfalls diirch TJ(/) aiisdrttcken; os isl;: 

30 

( 2 H) ] '{X) =- y «“ "'a;*' -^(1(1)^ n(2 'l) . 

u 

Fttr das Eulorscho Infcogral orstor Gattung orgibt sich; 

I I - 1 

(29) J f (I -|- :r)*'“ ' (l da; 

'a ~i 

7/(r— l)G(s--l) 

"" l}{r-\-s~l) 

a. Dio BosboImoIio Dliroroutialgloiohiing, Dio Gloichung^); 

(1) ’'“S -I- 


wird die Dosselsolio Dinereiilialgloiehung goiianiit; os soil a; o in o 
re(d]e odor koiuploxo Variable, v oiiio boliobigo rnollc '/ahl soiii. 

Voi'HUclit iiuin diese GbnelMing dnroh gan/o odor gobro«;lieiio 
Fuiiktionen <)di)r diirelidii' oloiiueitaron Transzoudontoii 7.ii Uiseii, so 
wirtl man siob bald vi>ii dor Friuditlosigkoifc oiaos solchou Vorsnchs 
(llior/ongitu. Al)g<fSohon voii oiiutni gaiiz spozioUou Valle, dor noeli 
splUor Inmproclioii wordoii wird, InHsonsich die dureb (l) dofliiiorlen 
Vnnktionon if nie.lit aul' sidum bekaniite Vunktionou xurilekruhreu. 

Uni die Digonsidiafttm diesor Vunktionen kennoii zu lernou, 
wil'd man zunllclmt versuolnm, if dureb nine roton/.roilio von 
d. li. dnroli oino naoli Hteigondon ganzon roliimzon von ‘a; iort- 
schroLlondo Uoilm darzustollon. Es soi: 


1) Dio dni’oli ttliilrkoroii Dnitdc dor Nimmiuru borvurgoliobenon, boson- 
dors wiehligon Vorimdn sind iin Aiilmng nooh oiuinal ziiHanmiongo.HtolIk. 
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worin «, von onnWillngigo Gi-ilBon liodouton. Dureb Difforoi, 

tiation folgt; ^ 

y ^ ~ * > 

;. = o 


/ 

/. = 0 




SeW man <lieso Woi-tc in (1) oin, so orgibl, sicbl 


JW - 1 ) + i - "’ 


octe worn, man K .Imcl, i - 2 i.> <bn- lot/.ton Snmmo onsolv.l,; 


; c 0 " ’•* 


J'[(A'- - a»)«,. + nj-iJ** + (1 - "“)"■* - “■ "■ : 

;.=2 

Da ilioso Glolchiing fUr alio Worto von jv 
r Kocffizionfc jotler Potonz von ;« in tlioHin’ Ctloiclning gloioh jmi 


(lor 

sein, tl. h. os ist; 


(«) 


= (1 — ‘ “ <>1 


DaUoi' ist outwodor n = 0 odor «„ - ». 1st din orsto Allm-naU 
evfUllt, so 7,oigt tlio zwoito Gloiohnng, <lall lUHuaiin »i ^ 
Dio folgenilon Oleif^iingon lautou dann; 

Setzt man lueriii so orkonntman, ilalj sioli fUr n,, dor ^ 

M orgibt; davaus folgt dann fUr dal.l ‘diimlallH 

ist. So fortfalirond tlbor/.ougt man siob loiobt, (lab alio IV(>| 
zienton a mit nngoradem Index Null wordon. Betv.Unan dagn 

A = 2 , so folgt rtjj ■=“ — i fill' >> ‘I folgt fi -I' .3 H 



Spezielle PiUle. 


fiir A. = 6 foist Un ~ 


Man iibersieht 


iKii A — VI u -- gj — -g2 uon « iJXivii 

Idicht, iiiicli welcliem Gesetze die Koeffizieuten zn biklen sind und 
erlUllt fur v==0 als eine LSsung der Gleicbung (l): 


92^': 


(— 


Woim abcr v nicht Null ist, so mufl ff,, gleicli Null gesetzt 
wovdon; os folgt danii aus der zwoiten Gleiclumg unter (2), daB 
eiitwodor v ~ 1 Oder «£ = 0 ist. Unter Annabme der ersten Alter- 
native folgt bier aus %==0 abnlich me vorliin, daB silmtlicbe 
Koenizionton a init geradem Index verscbwinden, und aus den 
Gloicbungen; 

(A^ — !)«; -[- a;._2 == 0 


Tgibt siob: 


G-lXA + il 


•I'l ^ _ _|_ « // , — A — .... iiSW 

ng = — ; % " “T 2 • 4 • 6 • 4 • 6 • 8 

Auob bier oidconnt man leicbt, nacb welcliem Gesetze die Koeffi- 
zionten gobildet sind, und man erh&lt fur v = 1 als eine Lfisung 
von (1): 

(— l/' + ^ 

y ^ ‘ ^ ll(;t+i)! \2; 

Wonn aber v weder Null nocb 1 ist, so sind sowohl wie fli 
nleicb Null; vorstobt man unter n eine positive gauze Zahl und 
ist v^n, so orkouiit man leicbt, daB alsdann aUe Koeffizienten a, 
doron Index Idoinor als n ist, verscUwiuden; daB a„ unbestunmt 
WoiM, ■<«+» "■>« “8“ KoefBzienteri, der™ ““ 

eine ungorado Zahl grbflor als n ist, wiedcr verschwmden, daB 
dttgogcii alio diejouigcii, devon Index um erne gerade Zahl giOflei 
nls n ist, duvcb vollig bestimmt smd-, es wird: 


(n + 2)* — «“ 

„ _^n+2 

"fii + 4)*— 2n'' 


2-(2«-i-2)’ 

2 • 4 (2« -b 2) (2 n -|- 4) 
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I, Die Besaelschon Fiinktionen ei-ster Art, 


Die Lfis’ung wircl in diesem Falle lauten: 

V =■ «„ u (n i^iy. (l) 


( 3 ) 


_2».„ V (-2:. /*r+“ 


Man sieht sofort, dafi die beidon vorigeu Spozialfilllo in dieser 
Gleichung init oiitlialton sind. 

Wenn aber v keino ganzo Zabl ist, so iniissen alio Kooffi- 
zienten vorsoliwinden, damit (2) bo.stehGn Icann, d. li. aullor dor 
trivialon Losuug p >= 0 gibt os koino duroli oino Potonzroiho dar- 
stellbaro Ldsung von (l). Dio Form dor Losuiig imtor (3) tiUirt 
aber zu dor Vennutuiig, daC oino Losung sicli darbiofcoii kdimfco 
ill (lor Form oiiios Prodiiktos von ;r’’ mil. oiuer Potonzroiho, d. h. 
ill dor Form: 


Dasselbe Verfahren vvio oboii fllbrt liier zu dom Ergobnis, dafi die 
Koeffizienton 6; zu bostimmon sind diirch das Gloiobungssysfcom : 

(2n + l)&i“0 

1 ( 2 r - f “ H" ^;.-2 ~ 0 (.1 = 2 , 3 ...). 


(4) 


Mail sieht hiernus, dnfi i, und dalior alio Kooffizionton b mit 
luigeradom Index vorschwindon, fdr dio ttbrigoii orgibt sich; 

&2 i h = + 2 

Das Gosotz, nncli dom dio Kooflizionton t’ortscliroiton, i.st loieht 
zu orkonuon, und man erhillt: 


(5) « = 


(— 1)^ 
f l)(i» + 2) 


'(i' + D 






Mit Bouiitzung dor Fnnktion 11 lilfit .sich dns im Noiuier von 
(6) auftrotondo I*rodukt oiiifachor scbroiboii. Es ist nacb 1. (13): 

Hiormit gobt (6) libor in: 



Reihenentwicklmig. 
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y^rn(v)b,^{- ly-j 


a.\v + 3i 


mniv-\-x) 


Die dui'Ch (li) gogebene Fuuktion ist cine Lbsung der allge- 
meiuen Besselscheu DifferenfcialgleicUung. Da die rochte Seite 
von (l) Null ist, so erkennt man Iciobt, daU aus jeder Lbsung y 
cine iieue Losung entstebt, wenu man y mit eiuor beliebigen, von 
X unabbtlngigen Zahl multipliziert. Aus diesem Grruude ist aiicb: 


( -1)^ 

rixn(v-\-X) 


’ a; \ *' + 3 ^ 


a?” f X- a;* 

3'' JTi. 1 2 • (2 r + 2) 2 ^ 4 7(2 1 “+ 2) (2 + 4) 


cine Lbsung von (l); die hierdurcb erklarte Funktion tr^,(x) heifit 
die Besselsche Funktion vter Ordnung von x; es wird a; das 
Argument und v dor Parameter odor Index der Funktion ge- 
nannt. In violen Scbriften wird dor Parameter obeu an das Funk- 
tionszeiclion gesetzt: dock ist bier die Stelluug unten ge- 

wllblt, um don oberen Platz fttr Potonzerliebungen und fdr die Ab- 
leitungszeichen ziir Vcrfugung zu baben. Dio Ableituug nach dem 

Argument soli nllmlicb gewblmlioh duroh «//(;<’), die zweite 

durcli usw. bezeicbuet werden; eino etwaigo Differentiation 

nneb dem Parameter wird dngogen stets in der Bruchforiu 
gesebrioben werden. 

Als Spezialfiille von (7) ergeben sicb: 


(7a) Jo(a?) = 1 — ^ 
(7b) /,(*)- I {1 


j ^ 2 • 4 • 2 • 4 
a;* 

^4 2 . 4 .4 -IT 


2 . 4 ' 8 . 2 ' 4-6 


2.4-6-4-8'8 


Die Erklarungsgleicbung lUlit sicb aucb sebreiben; 


00 


mrr(r + i) 


und im speziollon: 

(8 a) 4(2|/^)==1' 


rri'! 2T2i 
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I. Die Besselsohen Fimldioneu cvster Art. 


(81)) e7,(2 


lill 2!lti 


Duvcli die bislierigen Uiifcer.suchuugcn ist nur gezeigt worden, 
dafi die durch (7) orklttrte Funktion formal dor Bessolschen 
Differentialglei cluing genilgfc; es ist nun aber nocb zu boweison, 
da8, beziohungsweise fill’ wolche Werte des Arguments, die in (7) 
aiiftretende Reihe konvergent ist. Man vcrgloicho mit (7) dio fttr 
alle endlichen Werte von x konvorgonte Reihe: 

^ .,.8 ^.4 

so erkennt man, daB fiir alle rcollen Werte von x die oinzelnen 
Glieder unserer Reihe ahgeseheii vom Vorzeichen kloinor sind als 
die entsprechenden dcr lotzton Exponentialreiho, folglioh wird unsoro 
Reihe auch fttr alle reellen endlichen Werte des Arguments kon- 
vergent scin. 

Ist a: konvplox, so wllhle man dafttr die bekannte Form: 
a; = r (cos « H- i sin a ) . 

Setzt man diesen Wort in (7) oin und boiiutzt den Moivroselion 
Lebvsatz: 

(cos « -j- i sin «)" — cos n « -|- i .sin n a , 
so wird nach Absondening des Faktors j unsero Roiho: 





niniv-^x) 


CO 

/ .1! \ 2 ^ (— A)^ COJ 2 i « 

("27 ~ ifi iI(H- i) 

0 





Dio einzelnen Glieder diosor Roihon sind abgosohon vom Vor- 
zeichon noch kleinor als die ontsproehonden von (7), wenn darin 
X mit r vortanscht wird, also sind ancli dio boidon lotzton Reilion 
fttr alle endlichen Werte von r und « konvergent. 

Domnach hat man don Satz: 

Dio durch (7) gogebeno Definition dor Dossolsohon 
Funktionen ist fttr alle endlichen, reellen odor kom- 
ploxen Werte des Arguments gttltig. 


Kon V orjf oiv/.bc woi s . 


11 ^ 


Spo'/ioll oi'gibt sich: 

/,.(()) - 0, ( I' > 0) uiid 4(0) => L 

Das Vorhaltou dor t’linlction ,} fdr oin unhogi’onzfc waohscindos 
Ai'guinont wird spILtor ovinithjlt wordou. Zm’ BeiMJclmung dor 
Zaidcmwoido dor liosHolsohoii Fiiidvtioiion llllil; sioli din Uoiho (7) 
iliror raschoii Koiivorgoiiz wogon woiiigslons fiU’ kloiiioro Worhi 
dcs Arguiuonts lioquoin gobrtiuclion. 

3. Dio BosHOlsohoii ITuHktionou niifc nogatlvom Para- 
inotGi’. Tn dor ilos.solschoii DilVonmtiialgloichuiig 2. (l) ol)onso 
wio ill doni CUoiolnuigHsy.stom 2. (ii) /.iir Hostininiung dor Kooli- 
yioidioii a fcritt dor l.*arnnud;or v nur iin (juadruto auf; in dor Er- 
klllrimgHgloiolnmg 2. (7) dor HoK.solaolum li’uiikUoium dagogon 
tritt or iiioiiifjiiadratisoh auT. Ibd d<‘r Alilnilaiiig diosor Oloichung 
wurdo Htillsiiliwoigond v po.sitiv voraiisgoHot/d^ os ist dins jodooh 
iiichb iiohvondig, and oa soil jot/t dor l'’all oinos iiogativon Puru* 
nioiors iim Augo gofalili wi'rdon. 

Poi dor Aldoii.uiig dor (lloicduing 2. (7) aus dor Ansiii.z- 
gl(*i(diung .// 2 !l! ^ spioUo das Vorzoiolioii von »< gar koino 
Iloilo, imd niiin orlilUi. <lahor dii' nilinliidio (iloiolmng, ivonn man 
aniiininit, dali r nogativ isk Urn dios Uuliorliidi /.ur Mrsohoiiumg 
zu liringon, soli Jid/.b - • r an Stullo von v gosobzl; wordon, man 
(n’hillli alsdiinir. 


(1) 




jCj iiiiii v~\^X) UJ 

0 


DioHo Pnnklum 'duo Liisung dorKollion .UosHolsolioii 

Dillorontiiilgloiidmiig wio «/,,(''’)) dn wio solion gosagt in dor DiiVo- 
rmiiialgloioiuiiig dor Paraniotor nur ijuadratiscli auftrild;. Alior 

dioso Ldsung ini. von J\. in Zukunl't. wird dor ICiirzo 

wogon das Argmnonli a' liilulig woggolasson wordon im align- 
moinoii wosoiiilioli vorsoliiodon 5 oa llllik aioh din oino nichfc duroli 
MuUiplilcafcion mil; oinor Ivoualiintou in dio andovo Uhorfiihroii. 
Jilau orkoiint dins aofort daraus, daB in don Itoilum I’ilr J\. imd 
Pofcmizon auriroton, z. .11. fUr r «»« j koinnum in 
vor dio Pobouzon ;rl, ...jiiii/, j, dugognii ir I , ;idi, 

odor auoli duvauH, dali Hir a: «« 0 dio Punktioii 4 don 
Worb Null, 4.,, ilagogon doii Wort llnondlich anniinml. Dio 
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I. Die Besselsehen Funktioncn erster Art. 


Gleichuiig (l) ist die ErkHlrungsgleicluing filr dio 
Besselsehen Funktioncn init negativom Parameter. 

Die Besselsche Differentialgleichung wird als eino linearo 
hoinogene Differentialgleichung zweiter Ordnnug hezeichnet imd 
7. wav linear, weil die Fnnktion y nnd ilire Ablcitungon nur im 
ersteu Grade auftreten; homogon, weil dio rochto Soite Null ist, 
uud von der y.weiten Ordnung, weil die Ableitungon bis zur zweiton 
Ordnung vorkommon. Yon eiuor solcheii Differentialgleichung 
ist bekannt, dafl sie stets nicht mehr und uicht wonigov als zwoi 
linear unabhiingige LSsungen y^ und be.sitzt, d. h. LOsungon, 
zwischen denen keine Gleichung von dor h’orm 

besteht, worin Cj, C2» <^3 ''O” ^ unabhiingige GrbJlen bodouten. Jode 
andore Ldsiing y^ oinor solchon Dinorentialgloichung mud aber 
dio Form habou: 

.Vs = hlh + hVv 

Man sagt dahor, dad dor Ausdruck c^y^~[-c^y.i dio vollsUln- 
dige Losung odor das vollstllndige Integral dor gogobonon Diffo- 
rentialglcichung sei. 

In unsoroin Falle ist also 


(2) y == (’1*^,+ 

das vollstllndige Integral dor Bessol.schon Differcutialgloichung, 
wenn v keino gauzo Zahl ist. 

Ist aber v oino ganzo Zahl so sind dio Fuuktiouou J,, und 
nicht linear unabhUngig, Nllinlioh wogon 1 . (idb) vorscliwiu" 
don dio erston «Gliodor in (l), und os wird dahor: 




(~1)* / a: \ 

m uP^n^X) \ 2 7 




Setzt man nun — « -f 1 und flUirt X' statt X als Buminations- 
bnehstaben ein, so folgt: 




p (- 1 )« 

0 iir V2 / 


n 




odor rait Wcglassung dos Striches: 


Das vollBttliuligc Integral rtcr Difforentialgleiclmiig. 15 


(1. h. 
(3) 




(_ lyV /-n 


N 4*3 A 




Es siiul die Bosselschoii Ennktioiion mit negativom, 
ganzzahligem Parameter abgesehen vom Vor'/eichou 
gleich don BoshoIscIigu Fuiiktioncii mit domselbon posi- 
tivon Paramotor. 


4. Rolationon zwisohon don BoBsolsolion Funkfcionen 
vorBohiodonor Ordmingon und iliron Abloituugon. Durch 
Dillbreiitiation dor Erklllriingsgleiclmng: 




(-ir 

nui{v-\ 


■X) 


(S 


»'4-1!A 


nacli a? orgibt sicli: 




a ^ 'In niv-i-X) vjt ) ’ 


zerlogt man don Zllbloriaktor in die Sunnnandcn v + A imd A, 
KO folgfc mit Bcinitzung von 1. (1 2): 




J ^ 


(-1)^ 


-b 


dadO'+a— 1) ' n{x 


-1) 

!)//( 


(v+A)) ( a ) 


•• 4-2A-1 


Dorn Pluszoicbon oiitsproclmnd zorlogt man dio Snmme anf dor 
roohton Soite in zwoi Summon; sotzt man forner A an Stollo von 
A — 1 in dor zwcitcji Sunimo, so lindot man; 




^ <r^) 

2 xu iniili — i-b'A) 

1 ^ (--1/ 

2 ^ mu{v\-i~i'x) 



1-1 4-2^ 


I* I* 14-2 ^ 


Dor ersto Summand dor zwoiton Summo fiUlt wogoii dor Gloiclumg 

zwoito Sninmo aueh mit dom AVorto 

A i=:a 0 boginnt. Dann orkonnt man, daO dio orsto Summo wicdcr 
oino Dossolsolio Eunktion abor von dor Ordnnng n — 1 , dio zwoito 
oino Koicbo von dor (Irdnung r 1 darstellt; domnach orgibt sicli! 
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I. Die Besselschen Funkfcionen ovstcr Art. 


Diese Gleichiing ist fur alle Werte des Parameters gliltig; ist im 
spezielleu v = 0, so folgt in Verbindung init 3. (3); 

(la) 

eiue Gleichuog, die naturlich aucli leielifc direkt nus 2. (7 a) and 
(7 b) abgeleitct werdeu Icami. 

Aus (1) geht bervor, daO die Differeii}! zweier Besselschen 
Funktiouon, deveu Indices sich am 2 uutersclieiden, sicli in oiii- 
facher Weiso ausdrttcken IriCt; es ist die Frage, ob aucli die Suramo 
ein lllmlichcs einfacbes Ergobnis liefert. Es ist: 


_ (~l/ ^ 

— ^ ninivl- 1) \ 2 7 


/Li ll i n Iv - 1 - 1 + ?.) \ 2 / 


,77 (,.-1-1 + ?.) 

u 

Setzt ninn in der zweiteii Summe 1 + 1 =.1, so crldllt man: 




I 'V- /.-ry 

+ ^ /7(T — 1)7/(,. +1') V'2 / 


Da man die uutere Grenzo dor zweiteu Summe nacli 1. (131)) anl‘ 
0 berabsetzen kanu, so orblllt man mit Woglnssnng des Striehos 




0 


{-if 

/■U7/(,.~-T + 1) 

{— 1)^' 

^ )T(X~ 1)77 0.' +1) 


1 ( 1 ) 


i-f-iM— i 


Oder mit Bonutzung von 1, (12); 

/..-i + J,.,. mSR-i) (■' + * - *) (I) 

V (—1)^ 


i-.iai—i 




Ilekui’dionsfoi’meltt. 


(2) + + 

Auch diese Gleichimg ist fUr alio positivon odor uegativou 
Werte des Parameters gliltig, uud slo heifit die Rekursions- 
formol dor Bossolsehon Punktionon. 

Alls den beiden Piindameiitalfornioln (l) uud (2) kauu eiuo 
grolic Zalil andcrer Fornicln abgoloitot worden; so erliklt man 
durcli Addition boziolmngswoiso Subtraktion aus iliiien: 

(3) 

Sotzt man in (2) I' + J. an Stollo von r, so wird: 

■■ » 

oliminiort man aus (2) und diesor Gloicbung so orgibt sicb: 

(3) ‘^-1-2==’ { - - 1) 

Ersotzt man biorin wieder v durob v ~\- 1 , so orhiilt man dio Punktioii 
duirli dio boidon Piniktioiioii und ,7,. ausgodrUckt; sub- 
stituiort man alsdann vormittolst (2) durch Jy und 

so fti'hlUt man sebliofiliob e/,,.j.g,obonfall8 durch uud /,,_i aus- 
godrdokt. li'llbrt man in diesor Woiso fort, so siobt man, dali sich 
jedo Punktion .7',,.,.^,, worin p oino positive gaiv/.o Kalil bodoutot; 
durch dio boidon Punktionon Jy und »7,,_ j ausdrllckon lllJlt. Durch 
Tnduktion wird man so zu dor Porniol gofdbrt; 

I t r ,^,n{p~-x)ii{v-]~p.-x~-i)riY~^>^ 

nxnip~'iX)ii{v-\~l—ij \ xj 

(3) ^ /ay-aA-i 




inn{2)—n-~i)niv-\-x) 


Dio Summon anf dor rochton Soito l)rftchon von solbst wogon dos 
Nonnorl’aktors n{p-~-^X) rosp. I[(p — 2A— i) fttr X = y odor' 
^ ah, je inichdom }) gorado odor ungorado ist, 

A 

SoUaflmltlln, lUtt JIouu'lHoliou Ftmltlionoii. 2 
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I Die Bessolschen Funktioneii orster Avt. 


Um (6) zu beweisen, nclimo man an, daC die Formel Mi* einou 
bestimmten'Wert vonj; riclitig ist, und zoigo, dali sio alsdanii aiich 
fill' “f- 1 richtig bleibt. Man set'/.e zu deni Endc v d" 1 Stollo 
von V in (6), dann erhlllt man; 

/,.+p+i = '^,.+ 1 ^'. inn(p~~n)n{v-^i)\x} 

Ti(p-).-~i)n{v-\-p-x) /aY>~-2A-i 


Nacli (2) ist; 

2 j' .. 

setzt man diosen Wert in die lotzto Gloichnng oiu, so wird; 

T r S'/ 

''i+P+i“ lnnri>-n)n{y+i) \xl 

r S/ iv 

mji{p-n—i)m>-\~x-\-i)\xj 

, ,y iT())-l)n(r+jJ-l) 

^ mn{p-n)n{r-\~i)\xj 

JEi’setzt man in dor zwoiton Sunimo A. durcb A' — 1 , so goht sio 
fiber in; 

^ n{X’-i)n'(p-ir~ll)n{v~\~x')\xj 

Wogen des Nonnorfakfcoi'S JI(A^ — l) kann hiorin Null als untoro: 
Grenzo gowHblt werden^ IlUit man fornor don Strich boi A^ wog,; 
so lasson sicli die boidon Gliedor init dom Faktor J\, folgondor-; 
inalion zusammonfasson: 



lA n{P- 

mn{p- 


0 

I v(^p ' — 2 A -j- 1 ) (y -j-jo 


A)rZ(i.-J-i;~A) 

- 2 A 4 'i)JA(>’ + ^ 
A + 


& 

1 ) 1 ). 


-SA-l-l 


X 


. * Die goscbwcifte Klammer ist (jJ — A »}- 1) (v + A) ; hiorniit goht: 
der Ausdruck fiber in: 


T Si-iv 

'’v^\ .“1 nirijjj— 2i+'j)ff(i;+j;— r)V«/ > 



Verachieclene Rekursiousformelu. 


soinit erhlilt man; 


/ _ T V/'-iV- n{P-%-\-\)n{v-]-p-X) /_2y'-2;.+i 

^v+p+i ^ ^ ^ ill n{p~ 2 X + 1) ri(v+ x—i)\x) 

~ I ^ *• / fix fil ]) — 2 X) ff'iv ^X)\xJ ’ 

nnd (lies ist niclits anderes als (6), wenn man darin j>+l an 
Stello von p sotzt. Da nun (6) fin* jp ~ 1 uiid 2 in die Gloi- 
eliungen (2) und (5) dborgelit, so ist (6) fdr alle ganzen Worto 
von p riclvtig. 

Auf ilhnliclio Weiae findet man die Gleiciiung: 




; n{p — X)TI{v — X) 

. __________ 


^ \ _ 7 n{p~x~~i)ii{v-x-i) 

' ' mfi(p—u—i)h{v--p--fx)\x) 

Ana den Forjuoln ((5) nnd (7) sioht man, dalJ zwischen drei bo- 
liobigon Bessel scbon Dunlrtionoii, doron Indices sicb nm ganzo 
Zablon unierscbcidon, oino linearo Uelation l)ostGlit, deron KooHi- 
zionten ganzo Dunktionon doa Arguments siiid, Aus don Gloi- 
cbungon (il) und (4) und dor Bossolschon Dillerontialgloiobung or- 
konnt man, dalistait dor Bosselschon Dunktionon auoh ibro orston 
odor liOboron Ableitungon in diose Relationon eintroten kdnuon. 

Nocb in aiuloror Art lasson sicb aus don Grundformoln (1) 
und (2) allgomoincro Gleichungcn abloitoii. 

Aus (2) folgt: 

r _ 1) 

"x 

Durcb Anwondung diesor Gloicbuiig aul' sicli solbst orblllt man: 

- (i. + l) (.■ + 2) (f;) V..+i,- 2 (,. + 2) I J, ,., + J,.,., 

= (,.+ 1)0- + 2)(..+ 3)(-|)V,,.^„-3(v-|-2)(,H-3)(“)V,^.4 

Von dioson Gloicbungon wird man durcb Induktion zu dor Dormol 
goftthrt: 
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I. Die Boasclschen I’lmktioncii erstcr Aii. 


T V/ iv ripniv-hp) (-\ f 

^ ^ ninip - ?.) n {v x) Kx) ' ’• + p ^ ' 

0 

deron Richtigkoit iniin durcli das boi (fl) aiigowoiidoto Vortaliro 
sehr loicht bcstiltigon katin. 

Dio Eormol Icann aucli gGS(5lu-iel)oii worden; 


( 8 ) 


. 

mnii)—x) ii(p — -i- x) 


(■^) 


p 

2 

u 


^ ifpiiv r-Vy 


Aus (1) folgt diu’ch Didxjrentiatioii: 

U..,n 

und wondet man hiorauf (1) an: 

4</:: -h'U.,. a- 

Durch molivfacho Wiedovholung diosos Veriahvons lindot; man: 

2^C=- 8^.-1+ H./,, 

2« JT’ = 4/....9 -I- (5./;. -- 4.y„.,y -1- 

und hiorans duroli Tnduktion: 

p 




Up 
'jnn{p-~x) 


es ist wicdor solir loioht, dio llitjhtigkeit diosor ttloicliuiig v:u bo; 
wcison. 

6. Transformation dor Boss olaolioix Difforontialgloiolmng 
Es lllCt sioh '/oigon, daB das I’rodukt oinoi* bolioldgon TidHuiij 
oinor homogonon linoaron DilTorontialgloicUung Ordmnij 

und einov Ldsung eiiior obonsolebou Diirovontialgloiclmug orsto) 
Oi’diuing wiodor oino Ldsung oinor Dilforontialgliuolning n-to) 
Ordnuiig ist. Wir wollon dio Riclitigkoit dioso.H 8afc/.es t^ir dot 
speziollon Fall, dor uns boscliilCtigt, nachwoison. ; 

Es soi y oino Ldsung dor Bossolsclion DilVorontialgloiclnnig 
fernor soi (p oino Losung dor Diirorentialgloichung . (‘rater Ordninif 

( 1 ) 



Transformation der Differentinlglciclumg. 
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wo eine willkilrliche Fuuktion von a? scij ilanu ivird beliauptet, 
dafi s — tp'tf oiner Ditferentialgleiclmng Kwoiter Ordiumg genttgt. 
Durch DiiFercnUation folgt aus; 

( 2 ) ^ = fpy, 

/«= tpy d- cp' y 

Oder vormdge (l); 

(3) ^ fp{y py)^ 
td)enso; 

z” ==> (p( ?/" +.P// -Vi^v) H- 7^' (// '\-py)y 
(-1) s" ^(p{ y" + + {v' 'h } • 

MuU-ipliviort man (2), (3) und (4) mit vorlllnfig nocli nnbo- 
stiinmten Kooffi/Aonten Oo, rtj nnd folgt: 

1 = <P [a^y’-V “I" 

Setzfc man nun; 

I « 3 ar, 

(G) 2p«o -I- n, ^ a:, 

I i>'«2 'I- ~ 

HO wil’d, wio oiu Yorgloich mit dor llossolselion DilForontial- 
gloieliung lelirt, die rochte Soito in (5) Null; .soht man dio aus 
(0) folgondon Worto dor Kooffizionton in (f>) oin, so orgibt sicli; 

(7) -!- O' — 2p.r^)/ -h { H" ” 7>-»' 

Wlllilt man nun p «= , ko vnrflohwiiidot hiorin das Gliod 

uft: 

mit jc'; aus (l) folgt lioi diosor Annaluno <p== ')/a’, und os golit 
(7) dbcr in die Gloiclumg; 

(B) 

doron allgomoinos Integral dommicli lautot; 

({)) s '=* Cj )/;r f7’,,(a’) H- Cg ]/«•*/._ 

sobald V koino gunzo /iabl ist. 

Dividiert man (8 ) durch a^®, bo orkonut man, dafi fljr unond- 
li(!b grofio "Worto von x dio Gleichung (8) ilbergolit in e -h 5 ==» 0 , 
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I. Die Besselschoii Funktionon oietev Art. 


derou allgomeiiies Integral «siu;r -f- ficos.i: ist. Aufs (S)) Iblgt da- 
her, dafi fiir selir gro6e Worto yon X die Funktionon J\. und J_ ^ 
sich nsymptotisch den Wertou: 

A sin a; + J^C 08 .'r 



Osin .T + 2 )c03.'» 

Yx 

uilhorn, wo A, ii, Q uiid J) Kon.qtanton sind, die apHtor orinittolt 
worden; ist a; im spoKiollen rooll, so konvorgioron l)oido 
Funktionon gogon Null. 

Setzt man andorer.soits p gloicli oinor Konslanton «, so orliiilt 
man aus (l) (p = <;“*' und aus (7) die Crtoiohung; 

(11) ^(l — 2ua:)/-|- {a’^(l H-u®) — ua-— = 

dorou allgomoivies lutogral lautot: 

und wuhlt man im spoziollon ~ 1, d. h. a = /, .so tblgt: 

(12) -j- a;(l T 2i.a:)s' — (d:<a' -h 0 

mit dem allgomoinon lutogral: 

(13) ;? = c^■-'•^7,.(a;) + c^e'-‘^',r^^,(;x). 

Auf dioso lotzto Gloiohung, wcu'don wir in dor niiolistoii 
Nummor wiodor gofilhrt word on. 

6. LSsung dor Bossolsolion. Dlfforontlalgloiolmng cluroh 
bosthnmto Integralo. lUlidig I'dhvon phy.sikalisoluj Problomo 
auf sin bostimmtos Integral, dossou Erinittolung orloiclitert winl, 
wenn man woiC, daQ os oinor I)i(lbrontialgloi(5hung zweitor llrdimng 
genttgt. Dio.s ist immor dor Fall, wonn dor Intogrand das Fro- 
dukt dor Ldsungon zwoier DilTorontialgloushungim orator Ordnnng 
ist. Bs .soli jot'/.t gozftigt wordon, in wololion Fllllon man liiorlioi 
auf Bo.s.sol.soho Funktionon goftthrt wird. 

Es soion (p und i/^ LOsungon dor (Hoioluiugou: 

^ “1^ + («i^ — /3) <)o(n) 0 , 

V {v — 1) ■ H- (y d) i/j(ij) 0, 



(1) 

(2) 


Ableifcung eines Integrals filr 
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so siiclio man die Koustauten «, y uiid 8 so zu bestimraeii,..da6 


o 

z{x) ~ J* (p{vx) d v 


auf Bessolscbe .Funktionen fiibrt. Aus (1) folgt; 
( 4 ) -i, -b- -/3) cp{vx) = 0. 


Fornor ist: 


d qj (y x) d(p (v x) 

(lx ^ d(vx) ’ 

(iffjp(ya’) ^ (l(p{vx) 

dv ~ ' (iivx) ’ 


d (p d (p 

/r 7» • ♦ 

dx dv 


Mit Ililfo diosor Boziolmng folgfc aus (3); 

(5) =- J V f (y) d y ; 

a 

durcli parfciollo Intogration uiid Boiuit/.ung voii (i3) orhlllt man 
aus (5): 

xs -- [y q)(y;y) »b(y) [ -~J(p(vx) t(y) (l + d v 

a 

h 

(()) xs' ^ [y (Jf) (y x) ilf (y)2 ^ d v . 

a 

Durcli nochmaligo DilToroutiation uud nachliorigo Multipli- 
kation mit x orgilit siisb aus (0): 


( 7 ) 




I, Die Bessels chon li’anktionon orator Art. 


' MnUipHziert man (7) nml (5) init vorliUifig unbostimmton 
Koeffizienten » rind X nnd addiort, so wird; 

K + (x H- A) ii;/ = H 


, r d(p{vx) . V (x — X/ — A) D — • {« — xd X) 

+jy - r-n 


Alinlich folgt nns (6) und (il); 

jit x/ -j- ft (p (yii’)iKy)2^ 

^ r . . . - (/t ~ /I }- — (?) a (/<■ - /(, S • ™ q) 




Bostinirat nian inm dio Koofllzicntou x bis y diiridi dio Gloi- 
cbiingon; 

h(^ 1 — y) — A 0, 
x((l -l) -I- A - 1, 
fi(a — y) — y ==> 

/5 

nnd addiort (8) nnd (8), so fdllt wogon (4) das Intogral fort. 
Ans dom obigon Glciebnngssystom folgt: 

_1 , I V ux—(i 

^=";viry5 ^ ■tf.-yi (f y i 

^ <y y 

Sorait ergibt sich; 

x^/' + («.r -f 2 — — y) x/ H“ { «(A «0 (f — }’) ) 

Dio linko Soito diosor Gloiohnng stininit mit dor von 6, (12) 
Oboroin, wonn man sotzt: 

(V =5 2 i j d I' 5 . ^3 !=«> 1 ^ 5 y *5«> 1 


Jiin Tntegral lur J,,. 


Bei (liosor Aniialimo orgibt sicli aiis (1) und (2): 

( 11 ) (p{v) ^ ^ . 

Yv 

'.Dio rochto Seito von (lO) verwandclt sich mit JTilfo von (4) 
in [(va'v(l —7.>)<)o(y;<;) !/;(<;) also wogon (11) in; 

2 i ^ [/ i' (1 - vY i 2-- J . 

Niinmt man v > — I an nnd sot/.t a 0 und h^ l, so 
siohi; man, dali dio roohto 8oito vorschwindot, und (10) vUllig mit 
6. (12) uboroinslinimt, nnd aus (Jl) und 5. (id) orgibt sich: 

1 

f;ir-.l^-'‘,/,,(;r) -I- ra'--'-'‘"'^_,.(.'w) = a:’' j {u ~ dv. 

I) 

A¥Uhlfc man 1 — 2r tils iiouo In logrations variable, so wird 

•M 

q- '•V„,.(a:) -=> j — 


•11 

Da die ri'clito Hoito dioser {Sloielning tttr a’==’() vorschwiiidot, 
so mull jiaoli 3. dor lAiktor c,j gloicli Null gosolv.t wordon, Da 
bei dor Nxpononliallunktion boido Yorzoiehon gowllhlt wordcn 
kdnuon, so lindol; man: 

M 

f;, ,/,.(«') 4-^ (1 — 

■*D 

•M 

^yj (I-"'-')"’* 
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demnach diirch Addition: 

+ 1 

(1 2) c" (a;) = | ( 1 - " - cos « d u . 

- 1 

Dividievt man diose Gloiclmng durcli a;’’ und setzt alsdann a; = 0, 
so findet man vormogo 2. (7) und 1. (29): 

-t-i 
c'' 







Wondct man auf don Brucli 1. (18) an, so geht or iilnu- in: 

n{v^\)y^ 


h--l 


und man erliiilt: 


Hv 






Hionnit wird (12): 

•M 

«/,.(«) “ “7-- —■ — - / (1. “«’*)' ” oos it' u dUy 


(13) 


Yu 2’'ri(j<— .\)J 

^ - /(I -»')’■ 

If 2'n{v-~\)J ^ 


V 


oos a: i( d u . 


Setzt man hierin n ~ cosw, so wird: 


(14) 


It 

1 /* 

,/•,(.■>!) = ,,o» (*003 ») .sin -''- m 




Dui’oh dieso Formeln liat man oino oiiifacho Iiitograldar- 
stellung dor Bossolschcn Funktionon gowounon, dio giUtig 
ist, sobald dor Paramofcor v ]> — isfc. Umgokohrt ist os sohr 
loiclit, aus (id) dio lloihonontwieklung 2, (7) abxuloifcon, 

7* Dor Paranaetor 1st dio HHlfto olnor ungoradon gansioii 
Zahl, Ein wichtigor spoxiollor Fall tritt oin, wonu in 6. (13) 



V = I gosetzl} wil’d. Alsdann liiijt -jich die Integration auafilliren, 
und man orhUlt: 




Hieraws tolgfc dureh DilTorontiation; 


i .r cos .7! — HUl ,15 


Ans 4-. ({)) orlUllfc man dalior: 

(3) cos a;. 

liodeutok n oiuo po.sitivo gaiv/.o Zalil, und sot/.k man in 4. (6) 
p=^n mid V =-= .i-, HO orgibt sicli mil; don Gleiclmngon (l) und (3); 

iw 

Vr_ I V, S) 

V ^ ' 7.fAyi(a~njyi(l~i) j 

V nx ^ J-) jix ai- 1) \ .T ) 


-Da in dioHor Pormol dio Summon I'llr A — „ odor von 

solbfit abln’ochon, so orlcoimkmaii: Dio Bossol.solion Funktionon, 
doron .l.*ai‘amotor dio Hiillkon ungoradoi* gaiiKor Zahlon 
Hiiul, ontbaUon Icoino hOlioron 'rrans/iOndonton al.H trigo- 
nomotriflolio Fiuikkionon. 

Um dio lUldnngawoiso dor in (4) anrfcrokondon Summon bossor 
orlconnon zu kibinon, ink os '/Avookm!ll.Mg, dio boidon If’illlo oines go- 
radon und nngoradon n zn nnfcorsohoidon niid alsdann in don 
Summon dio SuminationHordnung umzulcoliron, Man orhlilfc danu: 

-■|/3-«i„* y(.--iy. ri(n+i)n(„+i-i) 

/ « ft! ^ *• ^ // a A n(n - A) n {n - A 1) \ x / 

-I/-- cosr iiin-\-x-i)iiin-H-\) /ayA-i 

y 71.1! '' ^ V v ^ r/(u -^A) /i(,r~A-)- i) \ X ) 
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iind: 

(6) + 

•i/V . .y JT(n+^+^2T^ + H-4)_ /2\a^ + i 

^ V n(ny{)n(n-^i)n{n-~-x-ii) \x) 

’ 0 

/Y ^ rr(n4-i) JT(n-f x-]-4) /2y^ 

~V7rx^^^'^2j^ n nn{n ~ xj^iiln - a + j) U / ’ 

■ 0 

Oder ausfiibrliclier gesolirieben: 

l/T , ,(, M()l+l)(4li“— 1) 

su-’ 



+(’i~ 


f H (2 n~\~ 1) 

1 X 


n{n ^ — 1 

iind: 



n («* - 1) (n* — 4) (4 ~ 1) (4 — 9) (2 n -|- (>) , \ 

^ i 

iind: 

y T . j(»-}-l)(2nH-l) ^i(» + l)(«-l-2)(4»’'~l)(2n-|-8) 

- - 

' f) i (»“ 1 

, («—l) «.(«-!- l)(«+2)(4«*~l)(2n-h8)(2«H-fi) \ 

Au 8 dioson Forinoln ovlcennt man, clafl filr sohr grofio roollo 
Wevte des Argumonts die Fiinktionen don Worton 
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sioh lulhorn, Wio nmn sich loiclil; llboiv.ougl;, lasson sicli boido 
I'orinoln /.usaminoiifassoii in; 

(7) ■'], (») ]/ »■' (» - 2 '') (*“<»). 

b’tiv dioso spn/iollou Worto dos Paraniotors ist eoaiit dio in 6. 
(U’wUlnito KouHtanttnibostinuimiig orrinoht. 

8. Dor Paramotor int oiiio ganiao Zalil. DioDofinition, von 
dor JJoaHol bid aidnon UjitorHuchuii/^on ausgogangon ist, Inutot: 

/r 

(1) jp j ('^ ~ • 

« 

Das Iiitogral stollt indosson mir diuin oino i^nssolsoho Funktion 
dav, wimu dor rammotor oino gair/o '/alil ist. 

Dio Hiclitigkoit von (l) ist loiclit 7.n l)GWoi8on. .Durcli Diftb- 
rontiatiou Idlgt nllmliohj 

/f 

^ j 0® *'■’ — 

0 

It 

I { (iOH I a; sin w - - (?/- — .1.) w ] 

*’ — 00 s I :v sin ro •" (n + 1) m j } d a 

'^11 - 1 0^0 *Ai •!• 1 (‘*' 0 1 

d. h. dio Formid d. (l); auch dor SpoziallaU 4. (la): 

'/'oX-'p) ““ 

ist loiolit als riolitig iiacliznwoisoii. 
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Fenier folgt aiis (l): 

n 

— --- J * cos {so sin w — n w) cos m d ro 

Q 

n 

== - / COS fa; sin w — ««)a; cos w dto 

itxj ^ 

0 ft 

^ ~x n v I ™ ‘ 

0 

Dor lotzte Integrand ist abor das vollstllndigo Diltbroiitial von 
sin («:siu w — «m), nnd diesor Ai^sdruck vorschwindot an beidon 
Intogrationsgrenzon, sobald n oino ganzo Zabl ist; liioraus folgt 
dann die GHltigkoit von 4. (2) fill* dio dnrch das obigo Integral 
defiuierton Funktionon. Da nun alio Bossolaclion Fiinktionon, 
deren Parameter sicb uin ganzo Zahlon untorschoidon, ans oinor 
von ilinen nnd doron orston Abloitung sich oindoutig bo.stiinnion 
lassen init Hilfo dor Formeln 4. (1) nnd (2) b/.w, niit Ilillb dor 
daraus abgeloitoton 4. (3) nnd (4), nnd da im spoziollon alio 
Funktionon init ganzzaliligom Paramoter init Ililfo dioser Forinoln 
ans Jq{x) sich abloiton lasson, so orkonnt man, dali das Jntogral 
(l) tatsdcblich dio Besselsclio Funktion darstollt; denn dio 

Gliltigkoit diosor Gleiolnuig fttr Jaiso) orgibt sich ans Q. (14). 
Nach joner Gleiclmng und 1. (14) ist: 


( 2 ) 


’.i 

2 r 

Jq{x) ~ j oo.s (a; cos w) da. 


Setzt man hiorin - - -- « an Stollo von «, so folgt: 


(3) 


2 P 

J(i{x) ■=■ -- I cos (;» sin m) da 
0 

If 

iv sin fo) d a , 


und dies ist dio Deflnitionsgloichung (l) fttr n 0. 
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9. Eino notio Form fiir Man konnt uoeh mohroro andoro 
Intogralfonnon fttr die Bossolsclien I’lmldionon. Interessaut isfc 
eiiio Formol, in dor untor dom Intcgralxoichon solbst 
wiodor Bessol.scho Funktionen auftreton. 

Sio laufcnt; 

1 

Zl'i) 


(1) •',(*) =(f)' 




n{v 


/ * 

(1 


nntor dor Voraussot/.iuig, da(i g > -- 1 und v>g isfc. Dio 
Biclitiglcoit von (l) UlJit sicli loiclit zoigon; man onhvickolo nllm- 
lid, ,;„(*}/«) imoh 2. (7) in oino Hoihe, dann wird: 

oo /a;y* + 3>? 

j Or) - I 


i 


(lu. 


Das liior auftrotondo Intogrnl isfc irnch 1, (20): 

/'/OH-A)nO'--/( — 1 ) 

'j/(v-hl) » 

nach Einsotzung diosos Worfcos orhlllt man : 




/xyx 


i=iO 


in /iOha) ’ 


nnd dins isfc gorado dio Dofinitionsgloichnng in 2, (7). 

Fs lIlBt sicli (l) iiinrormon in; 

1 

( 2 ) ('I-)' '■ du. 

0 

(v > g > — 1 ) 

Sotzfc man liierin --J ) orgibt sicb vormbgo 7. (3) dio 
Gloiolmng G, (13). 
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II. Dio Besselscheii Funktioneii zweiter Art. 


Setzt mau uud fi = 0, so findct man diu'cli 7. (l): 

__ 1 

r nx } 7i J yi — u- 


oder: 


l 3 

(3) I ----- - y"3inWf/Q(a’siuo))r/( 


II. Al)sehnitt. 

Die Dcsselselien Fiiiiktioiieii zweiter Art mid 
scmikoiivergcute Reilicii. 

10. Anclero Integralloeungoii dor Boasolsobou Diffo- 
rontialgleiohung. In 0. wurdo gozoigl, daO das Intogral 

b 

s (x) — .-c*' I (?; •— ~ c- “ ' (i v 

a 

oine Losung der Difforontialgloicluing 5. (12) i.st, doroii all- 
goineines Integral 

lautofc, wonii die reclito Soito dor Gloicliung Q. (lO) Null i.st, und 
dies ist dor Fall, wenn dor Ausdniclc 

fdv 5= « und v^’h vorschwindot. Dio Nullstollon dios(iS Aus* 
drucks sind abor ftlr r >— .][• niclit nur 0 und 1, wio dork itonutzt 
wurdo, sondern wogon dos dritton Faktors auch voraus- 

gesotzt, daB x oino rcollo posikivo Zabl odor gonauor oino kom- 
ploxo Zabl ist, doron x'oollor Bostandteil positiv ist. Sotzk man 
daher: 

y,, =« e ~ ' ■*' fc'' I (y ~ zj^)' ” «'** d v , 

so isty,, einoLUsuug dor Doasolachon Dilloronlialgloicbujig 2, (I); 


Die Fuuktioiien t/,, mid y,,. 
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wilhlt mau hioriu n = — iv als neue Integrationsvariable, so er- 
gibt sich: 

?/,. = iB’' 'ju ~ e- i ail 

0 

oo 

==> a^'' /'■ 's' c~ — i '■ ~ ■i’ e- 3 « * a u . 


Nun isfc; 


(labor wil’d: 


4 = f , 


(1) ij,. =- a?’’ c ' V -t ~ 7 _i„3y "I dn. 

(I 

Ganz Gutsprofiliond orgibt sioh durob das audoro Vorzoichen 
von i oino zwoito Liisuiig: 

-h^/r „ i’:t ‘ r 

(2) a;*' e V' i j .[. i ^, 2 ^ •• - 1 3 «.t 

() 

Boido Intogralo habon oinon ondliohon Wort, wio schoii or- 
wlUinli wiu’do, wenu v > — i- uiul x > 0 ist. 

I'jS wil’d nun zu uniorsueboii soiii, in welcbor Boziobuug dioso 
lieidon LOBuugon dor Bossolscboii DilTorontialgleichung zu doii 
luinlctionoii </,, iiiid stohon; os soli /Aiiillcbst goprflffc worden, 

?/). Mild don in 4i ontwiokolton Rolationon gouttgoii, 

Aus 

00 

W <P,. ■=- =■ j (u~iny \ / dn 

0 

oi’gibt sieb duroli parfciollo lutogratioii: 
m =1 ^ F/ • 

^ "" ^ ^ Jo 

00 

, 2 l^ — 1 .. 2^.v-.!l ... V ~hn.r + ix---'-t~ 

I '(X— 2f«)(i \ ^ 


SohaflioUlln, Dio IlOBaolHOhon I('u)ikHouon. 
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]I. Die Besflolaclien Pnnlitioiicn Kwoitor Art. 


Dor Ausdrnck vor (lorn Integral zcichon nimmt an tier untorou 
Grenzo den Wert l>rull au, sobald v > ist, wilbreud or an der 


2 1 - 1 ^ 

oberen Gronze in der Form — ^ anftritt*, nacb bokanntcr 


Methode ergibt sich Nnll als wnbrer Wert dieses Bniclics. Dom- 
nacb folgt fib’ 

_ iilZl-L f („ J: / " a' (1 - 2 i u) c“ (" ' ■’ dn. 

rv 4-(; j \ 

Ziebt man ans der zwoiton Klammor den Faktor •— z==c ^ 
iioraus nnd voreinigfc ihn mit dom Fxponoutialfiiktorj so wirdi 

fr= - -rJ-j i"-'"'-) ^ 

Dnrch Differentiation von (3) orkonnt man, dafi das lotzte 
Integral den AVert — orhilU: 

2i’— 1 , 

^1'=== 

nnd wenn man von (p wieder zn y ttborgobt; 


2v — 1 j 

I 7 ' — 1 



4 1 



rv) 


Oder 

2j<4-l f 1' ,1 

Setzt man 

2’ 

so ergibt sicb ans dor lotzton Gloiolmng: 

/ i \ V , 

(i) ^^,.,.1= 

Durcb Difforentiation folgt blorans: 

' , V , V t n 

+ 1 = ^2 ^ H" X ’ 

da abor is^. tier Bosselschon Diffcrontialgloicluing 2. (l) gonffgt, 
so kanu in der lotzton Gloichung duroli g\. nnd orsotzt werdon, 
nnd man findct: 







Die Punlctionen s,, \incl <t,,. 
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}l 


v{v -|- 1 ] 

iB® / 


_i_ *L+i / 

.-e 


Ersetzfc man hierin s'y aus (4) durch iind so erliiilt man: 

y I H” 1 / i\ 

^, + 1 + - + i = ) 

Oder: 


('=•+ 1 ) 


Aus der zwoiteii Losuug y^. folgen auf diesolbe Weiso gouau 

_ „v 

die niiinliclieii Gleicliungcn wio fiir y , : auch fur g = ^ 

‘ n{v — J-) 

gelteu dalier die Gloicluingou (4) imd (5); deswogen auch fiir 5 ;,.+^,,. 
Es orgibt sich aus (4), daB jedo Eunktion 0 oder 5 mit boliobigom 
Index p vOllig bestiiumt ist durch eino Eunldion ^ odor ji, doron 
Index zwischon ~ 4' Hegt. 

Nun sfcollon (4) und (5) geuau diesolbon Boziohungeu dar, wio 
sie in 4. (3) ixnd (4) fiir die Eunktion gofundeu wurdon. 

LliBt sich angebon, in wolchor Boziolning die Eunktionon und 
0 ^. fiir Werto dos Index zwischon — und + -^- zu den onfcsprochen- 
don Eunktionon stohon, so ist nach dor lotztou Bomorkung 
dioso Beziohimg auch fiir boliebige Worto des Index gevvonnen. 
Sotzt man 


(6) i^nd 

so folgt aus ( 1 ) und (2): 


S,, ™ it’’ cos 

CO 

-"-I 

0 

[(it— /«®)' 

■ -f (it H- /ft®)’ 

-- ix'’ sin 

00 

u 

(it — tit®)* 

■— (ft H" /it®)’" ^ } 

0 ,, == ic’’ cos 1 

0 

(it — / it*-*)' 


— hr’’ sin 


(it — i if®)' 

(it 4-iif^)' 


3 "' 
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11. Dio Besselscheii Fmikfcionoii zweifcor Art. 


JPiihrt man eine none Intogratioiisvariablo w durch die Gloi- 
clumg « = tg(» ein, so wird: 

{u±tu^) --tg w(l+/tgfo) --- 

so daB man nacli der Moivresohon Formel orhalt: 


/ • 0’ — " dz * ('' — *■'’ } 

{,i±iu) - 



11. Koue Intograldftvstolluug von und dio BgshoIsoIio 
Punktion zweitor Avt Bie xulot/.t oiitwi(!lrell;(!ii Integnilo 
habon einon ondliolion Wovt, aobald v >—■.][. imd dev vijollo Toil 



Grenzwei'fc vou f(lr ^ =« 0 . 
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«ZudlM,° ‘n 1T° boido Integralo 

uneutllich. Denn alsclaun verschwindct aiis doii IntoOTaleii die 

unteaoii Gienzo ISitH, und /war von dor ( 2 v+l)tGn Ordnunir 
Oa abei- ^dam. auoh doi- Zilhlei- dm latogii fur s v„., dS 
eistcii Onbumg Null wivd, so bloibt das Iiitogral tlir s ciidlioh 
wmui - V < I ist, wllhvoiid das Integral fnr e ondlieb bloibt, wonn 

oMtiu T, til M *” ; “ <’»•• Stoll" * “ 0 

' SVbtlua “ «i-en-/.werto solleu jebt ermittelt wordon. 


U )--.l , / 2 11 1 \ 


d(o 


:.ud tStr ~ i’»-‘'™" “«i“oo b™-. 


11"* ,,'^^.1 "~ / 00" *M siir’‘ 'losinswdM, 

» 

Burcli l{onut.znng von 1. (8) I’olgt: 

7 t 

a.'i; J \ ij ’ 2 » '2 1 s»» wjdw, 

und wonn nuin .sin“««=/« als nouo Intiigrationsvariablo oinmhrtj 

1 

ti . /* .i-j'f 

lim l -I- j/) 9 \7 

II \ M .a / 

1 

II 

n 


jixn 


) o / f* «-l-l * 

(,.,4) ■ (1-.) 


II 



■' " " a‘ mo B6»l»olieii Fuiiktiono.i ■/.witor Art. 

Dor leteto FaMor «nt«r io"; ®'‘“r 7 ±T "" 

es Tntegi-al erstor Gattung, also nach 1. ( )• 


uiid dahor; 


6^1 

n(?.- 


-1(1— «) ^ 



JI - 



E 2 

~ *2 rr f ■“ 1 
11 

■2- 

VI / 


,..nL -A, ..,.,. 1 , 1 diuxh das /oinlmn dor 

Die lolizte Simmio lalifc sioli naidi 1. i.- .) 

hypergeomohiscUon Roiho aiisdrliokcu : 


s,. e 

lim = n 

I*' ^ 


' _ E — 1 \ / 


Man orkonnt hiomu-s, <'ali 'lio in .W v.n-lnhtan I''"™"'; 
kaltono Sununo konvor«ont, tat; donn .lio , 

a fflra = l konvorgont, snlmH 

Eallo iat tor Auadrack 1- al«o |n)sitiv. Nnrli 1. (‘J-1) wiul 


mmmeln’: 


«(■ “ a). 


lim ,, “ p ... I /I \ ,, I- 

2 .r' ‘)".i 

Es ist nach 1. (iB): 

=,.li if(- K’' 

lAt’ \ 9/ V ^ ^ 


jj " 

9 2 





New 08 Integral far 
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1st abor so bohlllt c aeinoji AVort, dagogon kaiiii 

c jodoii boliobigon Wort annobmou, so dati sich iiuf diosoni 
Wogo niolit angobon llllit, ob alsdauu nobon </,, auob iiocli 
ontJdllt, DaO indossoii aucb in diosom l‘'allo (4) riclitig ist, orgibt 
sich folgondonnaQon : 


40 II. Bie Beaselachoii Punktionen zweitor Art. 


Dnrcli partielle Integration erlullt man: 


n 



0 


n 



0 


In dicser Gloidumg verscliwindot dns voni Intogralzoiolion IVfno 
Glied, sobald i» > -J- ist, und cs bleilxni dio Intogralo fOr x ="^== 0 ond- 
lich, sobald -a < 1 ist; also i.st liin “ ' *•,,) ondlich, wonn -.J- < v < 1 

ist. Da nnn liin a’* " '’«/ tiir dio bo( roflbadon Wartc von v tin- 

endlich grpB wird, so onthillt .s,. in diosoiri Fallo iiur dio Puiik- 

' u*' 

tion J,. mid nicbt J' Dio Pnnktion , ,, “ ,, • .s- iintor.soboidot 
’ ]l{v — -.i) ’ 

sicb also auch nur mn oiuon konsianton Paktor von «/,, und 

genttgt dor Gloiclmng 10. (d): 



dor aueli dio Piniktion gonbgt; o.s wird also aiuiU Hh’ 
< V < 1 sicb von odor, andor.s au.sgodr(lokt, s,. fUr 

— •2 <i'<0 sicb von dor Punktion mir duroh oinon kon- 
stanten Faktor niitcrselioidou imd doiniuicli nicbt dio I'kinktion 
onthalten, d. h, Olloicbimg (4) gilt fUv dio Worto — 1|[ •< n <C -|" i< 
Sehr loiebt flberzcugt man sicb, daU sin aucii Ctlr gilt 

und tlborgobt in Gloicbung 7, (l); ancb fttr a — 4 ist sio 
ricbtig. 


Einfillirung cler Funktion Y^. 
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Nacb (lein, was in 10. im AnschluB an Gleichung (6) gesagt 
worclen ist, ergibt sich jetzt, claB Gleichung (4) allgeinein 
fftr jeden Index groBer als — ^ giiltig ist. 

Die Funktion u,, dagegen ist ein zweites pavtilciilllres Integral 
(ler Besselschen Differentialgleichung, das in der nkchsten Niim.- 
mor genauor untersucht werden soil. Wiihrend durch Gleichung 
(4), nhmlich: 


(4) JJx) 


) 1 '+ 1 


l/jrr/(r— .V) 


. / 2j- — 1 \ 

1 ^ w sin / X CO 1 

—T,7:pr ^ 


die aiu Nullpunkte endliche LBsung dev Besselschen Dif- 
ferent! algleichung fflr v> — dofiniert wird, wird die Gleichung: 

2 


oi +1 „,i 

(6) r,(a^) 



* 1' — -1- 
C08 - fij COS 




. 

siir 


0 


eiiie hestimmto Losiing definieron, die am Hullpunkto unond- 
lich wil’d} sie hciBt die Bos.selsch6 Funktion zweiter Art; 
zum Dntersehied wird alsdann als Besselsche Funktion 

erster Art bezeichnet. Die Funktion ist natttrlich linear aus 
(/,, und zusammongosetzt; aucli in dom spezicllen Fallo, dafl v 
eine gauze Zahl ist, bleibt (6) in Goltung und stollt auch daun 
pine Kweite, von liT, verscliiedeno LBsung dor Bosselsohen Diffo- 
rontialgleichung dar; in jodoin Fallo stellt 

(G) 2/ =• Ci/,, + Cgy,, 

ein vollstllndigos Integral dor Besselschen Diffevential- 
gleichung dar; Gleichung (6) fttllt also die Lilcke nus, die in 
3. (2) fiir ganzzablige Werto des Parameters goblieben war, 

12. Nliherungsformeln. fiir unondlioh grofie Worto dos 
Axgriments und Reihenentwioklung der Besselsolien Funk- 
tionen Eweiter Art. Ftthrt man in 11. (4) 2a;cotgw==« als 
Integrationsvariablo ein, so folgt: ' 
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n. Die Besselachen Fuulcfcionen zwoitor Avb. 


jfx' n(v-l) 

? r-i/ . . / 2r— 1 , U\ . 

X e~'‘n ■ (^1 + ^ siu (^a: - •' ^ ^ j « ''• 

0 

LiiBt mau iu fliesqm Auscli'uck a; uneiidlich groB weriloii, so 
wircl 1 + -^ gegeii 1 untl aro cotg ™ gogou ^ konvergioron, uiid 
man erhalt filr nueiullich groBo Wertc dos Avgumonfcs; 



» 

also iiach 1. (28): 

(1) =]/A "'T*”) 

In r,. tritt mil’ statt dos Siims dor Kosiuus auf, so daB man 
orhlllt; 


(2) 


“ V ■ “4* “ ‘‘ -I ' 


(,r -■; ■»). 


Diese Gleicbungon goltmi zunllchst niu' filr r da dio 

Intograle, aus doncn sio abgeloitot wurdoii, nur unbor dioaor Bo- 
diiigung golton. Jodoch kihinon sio lomht auf lioliohigo roollo 
Werto dos Parainotoi’s orwoitort wordoii. Aus dor llokitrsions- 
formol 4. (2): 

folgt fill' uuoiidlicli groBo AVorto vou a:; 


i— i 


'^1 M 




mid allgomoiii: 

( 3 ) ““ (“ 

wGun n ehie gauzo Zalil bedoutot. Jodo uogativo Zahl Icaim in 


Grrenzwerte von und 1’’,. fnr a;==co. 
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die Form v— gebraclifc worden, wenii v zwischen 0 und 2 
liegfc; alsdann ergibt sich aus (l) und (3); 

(- • siu(*— 

-i/T . Y 2r— 1 V 

= 1/ • cos^TC siu l jr — Tt ) 

+ siu (a- - I . 

Vermohrt man das letzte Argument um 2)?7r, so folgt: 




iv — in 

__ 




d. h. (i) ist auch fttr beliobige negative Parameter giittig. 

Die Punktion Y^. ist bisber nur fiir solcbe Indices doiiniert 
Avordon, die grdJJor nls — 4' sind. Fur diese Funktion gelten die- 
solben Rokursions- und Differoutialformeln, die in 4. filr die 
Funktion Y- al)goloitGt wuvden, Avie dies in 10« beAviesen Avorden 
ist. Mit Hilfo der Gloicbung 4. (7) kann domnach auch die 
Definition von Z,. auf beliobige negative Indices ausgedebiit 
Avordon*, dann kann ebenso Avie obon gezeigt Averdon, dafi auch 
Gleichuug (2) fttr beliobige negative Indices Geltung beUillt. 

Wio schon orAvllhnt Avurdo, muB Z,, sich aus Y- 
near zusammensetzon; bedouten a und h konstante GrttBeu, ,sp 
bosteht dio Gloiclmng: 

Z,, (a;) = a (j») + h Y, (i») - 

Da dioso Gloiohung fttr alio Worte voii a*, also auch fttr uneud- 
licho grofie in Geltung bloibt, so folgt aus (l) iind (2): 



Tronnt man hiorin dio Variablen von don Konstanten und setzt 
die Kooffizienten von cos cc und sin a^ links und rechts einzelu 
oinandor gloich, so wil'd: 



II, Dio Beasekclien Fwnktionen zweitoi- Art. 


2 v“-l 2 v—l 1 • 2 v — 1 

cos — j = « cos — It — o sin ^ -jc, 

sin — — a sin — ^ — 7t + b cos ^ ot. 

Lost man clioso beiden Oloicliungon nach ft nud b tiiil, so cr- 
balt man: 

1 

a = . iind b = — cotg vn. 

Bin vn 

Demnacli crgibfc sicb dio Gleicliiing; 

(4) r,.(.tO - j. ,0'0 - eot-K « ■ /,(*) . 

Es ist also, wio am Endo dor letxfccn Numinor bobaiiptot wurde, 
cine von J_,. inid </,. ini allgomciiion vorscliiodono Lbsiing dor 
Bessolsehon Lifferontialgloi cluing. Niir wonn u dio TIUlCtn oinor 
iingoradon gnnzon Zrthl ist, fiillt in (d) das lot/.to (lliod fort, nud 
es wil’d: 

{4a) 

Ist aber v oino ganzo Zalil 7?, so or.schoint ('I) in dor Eorm: 

„ ^ , 

« sill 71 JS Hill 71 TC 

also wogoii 3, (3) in dor iinliostimintoii Eorni }{. Uni don waliron 
Wert dioser Eorin zn oriiiittoln, vorrilbvt man nacli bokanntor 

7-.— { </_ |. — oils 7’7r i/i- I 
y ji ' ^ * 

Methodo; man hat don Uron/Avert von iilr 

’ 7£(10B7'Ji; 

ganzzabligo Worto von v 7-u bildon, Aiis 2, (7) orblUt man lioi 
Benntzung von 1, (iD): 


i = 2 ^- + (“'«•« - ’H" + A)) 


Kntwirldung vou Y„. 
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niul fins 3* (0* 

>/- 
dv 


d,T~v „ _ ly ' 


I) 


U>.U{ •v~\- 7 .) \ 


l.« •, H- 


| . . ,, .|. i)j 


n>\ j^ i-;.) /.ry-M-iu 


AVinl V ()iiio gan/f' /ahl w, an I’olgi: 

'V'^;:| 


Ihii 




I f ' tJ 

<)./, 


(; ■ I) 




r' j- 


alflo mit Idlfikalflil. aul* J). (!$): 

-- tt.YM -- 1 ‘ 


•t X, V " 


...(. .. irvLiy .(=»\ 

v ’ ■ mm II i-ii Vs/ 

I) 

ZorlogI; Jiiaii tiio /,\voiln Hiiiihim' in flii' boidfni 'IVili' voii (> hin 
n — 1 uml vtm n Itia oo vunl wIlliKi in ilnr lal/laii 'I\*il8nmmn 
— « H' A ala HviinmaliniiKlMioliHlalnm, an orgihl aiali: 


ir. • r;,(iv) -- '/„(•>■) 1'>K O 


u 

jt-i 


^ W'iv - f /^) 

mnin]).} 


V( 

0 


’ n I- '^iV 


»/'■( • ' It “I • /t) 

Bor in dor lol'/.tfni Huiinun aurtrotoinlo iJrncU ... , oirfohoinl- 

//( — Jl ' j - A) 

in (lor nnboaUmmtnn l?’onn iiml luvi nauli 1. ('ilt) den wahnm 
Wort (~“ 1)"*"'^ .//(» - ■ A 1), ulflf) wil’d; 



II. Die Desselsolion Fimktionon zweitor Art. 




1 




' >nn(« + A)""' V’a/ 


1 ) 


Hicvclurch ist oiiio Eutwicldung dor Bos.solsohon Fiink- 
tionen zwoitor Art iiach stoigondoii Potoii’/on auch in 
(lorn Falle gowonnon, dafi dor Iiulox oino gaii’/o Zahl 
ist. Wio man ans dor lotr.toii Snmnio orkonnt, wird am 

Nullpunkto von dor «- ton Ordming unondli( 5 h grofi. PUr 
milt diesor lotzto Toil fort, nnd os wird dahor am Nvdlpnnkto 
mu’ logarithmifich imondlich. Man orhUlt nilmlicli: 

(Oa, 


n w = - i { f - ['f'(o) - (I ) ■+ ‘ ] I 

odor wogen 1 . ( 21 ): 

(6b) |•ro(®)=- 

=[>i'(o) - log - ^0+ ‘ * (0"+ • • • 

13. Bolationen zwisohon don Bossolaohon Fimktionon 
erster nnd zweitor Art, Aub dor KigoiiHolialt dor Funktionon 
nnd Y,,, Ijclsungon dorsolbon Bilforontialgloiclumg m Hoin, or- 
geben sick oinigo Boziobungon, dio hior abgoloitot woi’doii Kollon. 
Alls 6. (8) ergibt sioh, dalJ die boidon (Tlloiobungou bostobon: 

imd: 

(lb) = 



Uelationon xwiBChoii imd Y^. 
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Multiplmort man (la) raity;i;r,, imd (lb) uiid sub- 

trabiert, so folgt; ' 






iiyx Yv 
dx- 


= 0 . 


Wio man loiclit l>ostimgon wird, ist <lio Uiilco Sdito clieser Gloi- 
clmiig (lor DilTonmtiiibiuotiont dos Ausdriicks 




dyxJr 

dx 


l/? T . 

' dx ’ 


bod(3ntoi r oiiu^ boliol)ig(i Konstanto, so folgt doinnach (lurch Inte- 
gration : 

VrY _ -a/; , d V(c Yv 

odor nach Ausflllirimg dor Dinbrontiation: 

Zur IJostimnmng von o kann man sowohl don Wort x ==> 0 als 
aiudi « oo lamui/on. Fdr dioson y.woi ton Wort ist naoli 12. 
(l) mid (2); 



O 

Hioraus orgiljt sioli o ■ - “ odor 

^ TT 


( 8 ) 



I'lrsoty.t man hiorln vonniJgo 4. (8) dnr(.!b mul und 
miioht dassoDm mit Y,,', ho lindot man, dab die boulon (Jliodor mit 
dom Yaktor Y, Rich hohon, und man erhillt; 


( 4 ) 
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II. Die Bossolschen Fiinktionoii zweiter Ai-fc. 


Ferner evlililt man ans (3) tliircb Differentiation: 



Durch geeignete ICoinbination diosor .1' ormolu mit donou von 
4. lessen sich nocli zahlreiche dorartigo Gloichungen anfstollen. 

14. Semikonvoi’gGiito HeiUon fiir »/,. wncl 1, Durcli die 
Reihonentwicklungen in 2., 3. und 12. isfc os moglicli, dio Wcrto 
dor Fnnktionon J, und fttr belie1)igo_ Worto doa Argumojifcs a’ 
zu beroclinon. >To grOJJor allordings .a wird, nm so gciingoi wild 
die Konvcrgonz dor botroffouden Roihon Avorden. Urn auch filr 
gvoilo Argumonto dio Puiikfcionon bequom borocbnon zu kbnnon, 
bat man dabor vor.sucht, Dntwickliingon zu Uiidon, die na(!b 
fallondon statt nach steigonden Potonzon von X fort- 
sclu’oiton. Dieso Entwickluiigen orgebon sicb '/iomlicb leioht 
au8 don Intogralon dor Nr. 10. 

Setzt man: 



+ (h + }n^Y~\\ih( 

( 1 ) 
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BO ei’gibt sich aus 10. (Oa) und 11. (3 a), (4) nud (5): 

+ cos (;« - — - - j 

-V {nw.cos (.^ ~ - p- 
• - sin («' ” "'“r™ 1 ■ 


(2) 



Dio Fimkfcioiicn P,, imd Q 
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Setat man in (1) als Intogratioiisvanablo, so erlutlfc man: 

V 


P (*) = l/'” . -M' ' I / « . 


(») 





u- Y 


Arc-/ 

a 1 . 

Y 

+ * 

■ixy 

iu 

V-i 


-.1 


ISTaoh (lorn Taylorsohon Saizo isl; nuu: 


+ ^ -I- 2^)' - - 


(4) 

Vi 

“ ^ >’(- 

A f 1 II 

ly ^f(i' -i) 

^ ax:- 


wo: 




■\- 1 

Viil'J '//(j/... 

- i) 

■■ i5 w );) ll{'i m - b U') 

i(i-» 


i uy- >"t -• 5 


ist iiiul -O' oinon latsitivon 0(ili(,('n .Hrimh bod on tot 
Hotxt man ijr ho wird: 


n 


m-M 




( o)m r ,) > I Min ' “"'-s y , |.. - flm -. ij 


ll{v - • Uw ■ 5) .//■{*! «« . ( . y) 

also nacli Afoivinm Fnnnol: 

™n /((!' '.‘Ill 3 ); yfj » ii .|. 3 ) 

: ooH {{ \im — v • !' }!)f/>)|VoH 8 ^ 

Soil nfltoltl ill, Dill lli<iiiii>|ii*>|ii>ii 



50 


II. Die Bessclsclieii Funktioneii zwcitor Art. 


1st mm 2m ^ V — -I-, so ist: 


(•^>) 


\Ii 


n(v — -I) 


U \ Sm+ 9 




Mboi der sonkrechte Doppolskich don absolutou Wmt dor oin- 
Bcscblossoneii GraBe bodootet. Mbrt man nun dm Entwioklnng 
(4) in (3) cin, so erlilllt man oine Iloilio von I'julorschon Into- 
gralen, also init Beuutzung von 1. (28): 

JI(r + 2i— i) ( ^ L n' 

(6) ^ 1) n(^)17’(7“"y r— I- P 


wo nacli (o): 
(6 a) \Jll 
fiiv; 


•M 1 JJ(2 »h'+ 2) j7(v 2 m — f) V2 a: 

2 m > 1 / — I . 

In ansfilhrlicbcr Sclu’oi))Woi.so lautot (6): 

(4i.* - 1 *) ■ • • . 

P„(.r)«=l 21(8.^)* ^ 41(8;*')' 

iiml spGzioll: 

IS. 8* i*.8^5«-7* 1»- 11“ 

(6b) Po (^) == 4 “ 2T(M* “*■ 4 ! (H (c) ' G 1 (H a!)“ ' 


TI{v 2}n -f- 1) 


1 \ym-l-3 


Anf Ulmliclie AVoiso findet man: 

= ^1(7- ij ((•'• ~ iiit;) 


uA*'"i 




Nun ist: 


’-(^ + 2 “-) ’1“ 



Semikonvei-gente Keiheii fflr P,, uiul 


' + ^ (2 a;) 


JL \ ^ (- 1)"*'*'^ riiv - ^ I / ,i U \ 

2 x) ri (2 m H- 3) n(v — 2 /« --1) j \ 1 ^ j 




Setzt man hior - ~ tg if;, so ergibt sich wic oben: 


I ,S’ I 0 — / \ 

I «* + 1 I ^ ^ 3) jj^^, _ 2 m ~ i) ■ U J 

sobald 2 in v — -I- ist; hierau.s folgt: 


u \ 2i« + 3 


(7) o (x) - 'S'(~ lY i^(^±lL-hiL ( 1 V'+ V o' 

^ ^ ^ ni2X-Yi)n{v~~n~^) [nx) 


1 \2-? + l 


(7a) ! A-' ' <' 

' ■*■ 1 ^ r/ (2 A -f 3) Uiv — 2 nl — -j) \2 a;/ 

fiir 

2 > V — -.]• . 

In ausfubvlicbor Schroibwoiso lautot (7): 

n-) V*v ft O' ii t /« oAfi 


nnd spozioll; 
(7b) g,{x) 


3! (8 a!)" 

f/l (8.'Cp~ 


1 l"-8"-r)" l = .3"-.-9» 

8.1! 3! (8.1!)"' “b! (8.13)" ' 


■Durcli di(5 .U'ormoln (fl) und (7) siiul Kntwicldungon dov Funk- 
tioiioii .F,, uiid liir positivo Worto von x ovhalton wordon, dio 
nacli fallendon Potonzou dos Argmuonts fortsclu’oiton. Abov os 
darf in dioson lloilion dio Gliodorzahl niclii boliobig 
wachsond angoiioinmon wordou, sonst wttrdon dio Boihon 
divorgont wovdon. Bonn bozoiclmot man das allgomoino Oliod 
dor Boiho in (G) mit (— 1 )^ 0 ;^, so folgt aus (0): 

/ « \ 1 „ (i' -I- 2 ^ + -i) (J' + A + -2 ) {v — n -• i) (,. ij) 

^ ^ aJ^ 4;c“(2i -i- i) (2i'-|- 2) ’ 

und diesor (Quotient wllelisfc boi unbegronzt wacbsondom A .solbat 
ttber nllo Oronzon, 


52 HI- Roiheii und Integrale mit Besselschon Funktioneii. 


Bricht man al)ei- dio Eeihe (6) bei irgeiideiiiem Gliodo 
ab so lehrt (6 a), (laC dor liiorboi bogangoiio Feblor nach der 
positivon odor iiogativoii Soito Itloiiior ist alf, doi absoliito 
Wert des in dor Entwioklung rolgondou Gliedos 
unter dor Voraussot/aing, dall dio Auzalil w grblJor ist 

Genan das Entsprochondo gilt l)ci dur Roilio f«r 
hier nmliwi- grSJior soiii als . Wogoii diosor Eigcnsohaft 

kOnnon die Boibon in (0) und (7) sehr wohl 7,nv ntlhornngswoison 
Boreclinnng von J,, und A^orwondung nndon; man bozoiobnot 
sie als somikonvergonto lloibon. 

Nnr in dom Fallo, dali v dio lUllCio oinor ungoradon ganzon 
Zabl ist, brocbcn dio lloibon (6) und (7) von solbst ab; man or- 
halt dann far dio Sninmo 7. (5) und (6), und durcb 
orhiilt man nach 12. (da) don Wort von 

.TIL Abscbnitt. 

Darstclluiig willkUidiclifti’ Funktioiicii diirch Bassftljscha 
Eiuiktifluftii iind Tiitftgralo luit Il«ss(dschau K«iiktion«u. 

16. Rollien mit Bossolsolion ITunktionon. Aus dor 
Tatsacbo, dab dio Roibo fill* dio llossolsolio Funlction orstor Art 
mit dor a ton Potonz dor Varial)lon boginnt, orkonnt man, dalJ 
sicb formal in oino Roibo ontwickoln lasson mull, dio nach don 
Eunktionen .,.3, • • • fortscliroitid; os ist oino andoro 

Erago, ob dio oiTialtono Entwioklung aiiob konvorgont ist. 

Urn das orsto zu zoigon, sobroibo man oinigo dor l'\mkti»mon 
bin naob 2. (7); 



V 1 /.rV')” 


-L J' 

^ ]vni{v-\-'S) 


1 /.'cy*-ia 

JiO'+a) Va j 

i 




-1- ^ ('* 


Roilioneiitwicklung von 
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Es wird nun behaiiptet, dafl eine Eeihe existiert: 

Die erston KoeffiKioiiten lassen sich aus den obigen llcilion leicht 
berecbnon. Es ist = Il(v). Eornor folgt: 

— also a + 

n(v 4 -* 2 '\ 7 T 17 Tr« 4 - 1 'l ~ . TTi 


n{v-\- 2 ) nin{v~\-i) ’ "ni' ' 

Woiter: 

I _ «(L__ a 

n{v + 4 ) rnnlv + a) n 2 n(v + 2) 

odor 

fla _ “b “) V U V (2 v~^i~v — 3 ) Uv 

JJ(r 4-“4) ir(i; '-f"8) D2r/(v -l-2) ■jI2 JJ0H-'^' 

... 1) ,1 1 , __ (^’ + 1) 

m ri{v H- 3) "• "2 “ ' ira * 

Setzt man die lleclumng noch um ein Gliod woiter fort, so 
findot man: 

„ (v + 6)noH-iJ) 

~ m 

nnd liiornus diirch Vorallgomoinoriing: 


Es ist zu unfccrsuchoii, ob dioso Vornuitimg richtig ist, odor os ist 
die Gloiclmng: 


/•«V= ^5-b2^)G(i-hA:~l) 

\2/ ^ ux ‘ •-I'S; 


tluf ihro liiobtiglcoit zu prUfon. Ersotzt man in (l) t/”,, ..nj dnrch 
dio Roiho, so Avird: 


/ a; Y ^ G ^2^) U(v + i — 1) 

\27 Jix ■ 

;.=!0 




ly* /«; Y' + 2is.8/i 

F2l-F'jo V27 


54 ni. Roilieii unci Integralo inifc Bessclachon Fimkfcionon. 


Fiihrt man in clei' iuueren Reihe A -|- ft als Suininationslmolistabeu 
eiu, so wil’d; 






rn 


2 


(- 1 ) 




rt;\V + 2/, 




( 1 )" 


/i = 0 


und boi Vorfcauschuiig der Summationsordmiug; 

\y) ^ I Zi ^ + fO ’ 

((=0 ■'•=»> 

und dioso Gloiclmng isfc I'iclitig, woiiu; 

•CT/ ,v. (^ + 2«)/(<'+J--l) 

l. = « 

(fur fi ^ 1) ist. Die linke Soito zorb^gt su;h in; 

y \Y + 




ll(v -j- I -- 1) 


odor: 


1 ) 


^ n(vj-x~i) 
■mn(ft~?.)SO' + ^ + f0 

.i«-i 


_2 Vr-iV- ny-hX) ^ 

‘ ^ -• 1) ify “I" <i -I" -I- D 


Aus 1, (16) folgfc: 


ilft J/(-- fi - 1) 


— tt 

Hin ;rfi ’ 


uiid woun k oiuo gaiv/.o Zabl bodoutet; 


r/(ft - X) n(X ~ f; - 1) 


IV . 

— 1)71 ^ «in ftTf ’ 


also wil’d: 

( 2 ) 


sin (ft — %) 


( Ai ,f ^ 

rf(fi-i) rz/t/f(-.ft-™ J) 



Konvergeiizbeweis, 
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Fttlirt man dies ein, so folgt: 

_jv_ _ „ ~ 1) njv + ?■ — 1) 

^ + 

2 _ ri{x — (i)n{v-\-x) 

'n(^i - i)'n(^ fO' ^ mn(i> + tf^TT+ i) ' 

Dioso l)eideu Suminen lassen sieh l)ei Benutzung dos Zeichons 
der hyporgeomotrischon Roilio nach 1, (25) schreiboii; 

JJ p r/(v"d- ft)' f ' •' /I + 1 > 1) 

~ n(ir~i)n{v^ ft + 1 ) >' -h 1 , I'd- ft 4- , i)> 

also nach 1. (24) s 

nvrpjt H 2 JIvJI(2ft — 1) 

-j- 2ft) i7(ft — i)riftjrf(i' + 2ft) 

Bnvoitoi’k man don zwoiton Bruch init ft, so orlconut man, dali 
die Bifl’oronz wirklich Null ist; dGuinnch ist die formnlo Richfcig- 
koit von (l) bowinson. 

Tils bloiht nun uoch zu untorsnchon, oh und in wolchoin Bo- 
roich dio EnliWi(!k(5lung (l) konvorgont ist. Beim Bowoise f(ir 
dio Konvorgonz dor Bolinitionsgloiclinng 2. (7) wurdc gozoigt, 
daB dor abaoluko Wort sowohl dos roollou nls dos iniaginiiveu Bn- 
standtoils von '7^,,(i»’) filr boliol)igo koinplo.Ko Worto von .r kloinor 
ist als 



worin r don absolutoii Botrag vmi a; bodoutot. Sotzt man dies 
in (X) oin, so wird dio roclito Soito kloinor als 

^ nxn{v -\- 2 ;. ~ 1) \ 2 / > 

und dioso Sumnio ist filr alio ondlichon Worto you r konvorgont; 
folglich ist auch dio lloihc (J ) I'llr ullo ondlichon Worto von x 
konvorgont. 



56 III- Roihen iinfl Intograle niit Bessolsclion Fnnktionen. 


Lfljlt oino Funktioii f(x) sidi in oine Poteiizroilie von x ont- 
wickeln, so kaiin an Stollo tier Potonzoii tlio EnWicklung (l) 
treten; die entstandeno Doppelsumme kann man dann naoli don 
Besselschen Punktionen ordnen nnd orlUllt so filr die boliobige 
Pnnktion f(x) eino nach Bossclschoii Fnnktionou fortscbroitondo 
Entwioklung, dio in doinselben Boroieh konvorgont ist wie dio 
Potenzentwicklung. Per allgoinoino Jlowois diosos SatzGS wiirdo 
7M woit fiihron; in den folgoudeii Hoisi)iolon Icann m* naoh obigoju 
JInster loicht durcbgofiihrt wordeu. 

Alls (l) folgt diu'cli Spozialisiornng von v. 

( 1 = Jo(*) + 2J,(x) + 2 /,(*) + • •, ■ 

(a) .-i; - 2 ( JiC*) + St/aCi-) + H- • • -1 

I *» = 8 + .) ./,(*) + «./„(*) + ■ ■ • 1 



Vcrflchi edono Bciheii . 
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Mit Bemitv.mig von (2) unci 1. (18) venviimlolt sich din innovo 
Sunimo in : 


V mr H- X) n{X - 1) _ / 3 X 

lix /:/(-- ^ - 1) riv u{v -|- .\) ' y ‘ ’ <2 > ' ) 


‘2 Jjf .1 'II { — i) i!OH In 

"" wxrh i) M— X -- 4 ) ~' X -I-- \ 
Doiniiaeh erhillt mini: 




21+1 


(5) 


sin.c: 2 1)^/2 2 4.iO»0' 


;i:iO 


J)iin;li Diftorontiulion orgilil ninli liimnius mil; Hilfu von 4, (1): 

Ci) 

(6) cos.i: - ,/„6r) -h 

Dio Formoln (5) und ((5) orgolum .sicli niitoi* Bonulzunj^ von 
Fourinrsolion Biltzou loiolit aun 8. (l). 

Dio Dormoln (ii)— (d) nind I'ilr tiUo omlliolion Worto von a: 
konvorgoni 

Din Aliloitiun/,' dor Bossolsohon l''iinklionon niich doin Indox, 
dio hoi doi-llc'rloituUK dor lloihon I'Ur din BoHsnlschon Dunldioiion 
y.woitor Art aunriil; und nooli Hplllor ninhrfaoli oinn Bolin spiolon 
wil'd, unit sioli ohnnrallH in oiiio nacli Hoasolsohon Funktionon 
forlscliroitoudn Koilio nntwioknln. I'ls ist naoli 12 (ri); 

Bozoichnot nmn /.ur AhkUrzunff dio lotzto Siimnui mit it", so 
ist luu'.li (1); K 

^ y •' in iiiv -h X) jsCj ' liu '' '■ a X V 






•a/« 




/ d-.A) V ” 1 " d- X -k tv -- 1 ) 

^ uxn{v-\-X) ^ ij(tt — x) 


DOi. X) 


\ x) mn{V’\-x)ni}i~~x) 






Ois^ 


58 in. Reihen and Integralo mit Rossekolioti Funlcfcionon. 


ilit Bemitzuiig von (2); Jr = 

V f + Sl* r + y-1) 

“ jZnirrr(=7-ir ' ^ m /!(■• + ?.) 

Die innore Suniiue lUBt sich durch 1. (27) summioren; sio 
hat don AVert; 

I '•> + ' ’ 

somit wil’d: 

^ I '•) + + '*) - i • 

/t = 0 

Der Faktor r/(— ^i) dea Nonnors isfc mu’ (lir fi -- 0 oiidlieh, 
fill’ alle ttbrigon Worto von jit dagegoii iinendlich groB. V(hi /t i 
an vorsohwindcn dahor nllo Gliedor, die von doii lotzt(ni boidon 
Suinmanden dor gescliwoiften Klnmnior lioiTillu-oii; mit lliltb do.s 

Wortes ~ .schlioBlieh : 

If- 'F(v)/,.(»') + 2 (- 

It s I. 

Also orgibt sich: 

(7) {log - _ ,j:r(„)| ....(.o+Je 1)"-' 

Eino noch oinfachoro Entwicklung als (l) oiiior lioliebigon 
Potoiiz mit Hilfo Bossolschor Funktionou oi’gi))t sich l;olgoudor- 
inaBon: 


fj, .,,(*)= 

(i) '^>’+ 3 (*)'==' 


1 / ,'t’ 


i /.r 

. 1 t-'j 


} 

■■*-2 1 far 

v*-‘ 

ni//Cr-(-2) \‘A 

) 

1 far 


n(v-l-i!j 1 2' 

) 


Andoro Entwicklung tloi’ Potoii?,. 
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MTiltiplissiert man dioso Roihon mit gewisseu Koeffizionteii 
^oj ^ 1 ) ^ 2 » ' • • addicrt silmtlichc Eoiliou, so kdunen dicse Kooffi- 

zionton so bestimmt wordon, da(J nnliov alio Potonzeu roobts 
vorschwindeii, und daB man orliiilti; 




Wio man aus obigou Gloiehungon sofbrt sioht, ist; 

&Q ilv’^ (>1 == I>q] />j) ™ j-p^] jiij 

Dui'ch Indnldion liudol; inaii: 




Urn dio llichtiglcoU diosor Gloicluing zu zoigon, ovsotzfc man 


l A Tioiho nud liudofc: 


v V/ 1 V 

V 2 j ~ ^ 111 Tlk n{v -\- 1 + k) 

I'Hlbrl. man bi<n*iii X -j- k an Stollo von h als Summations- 
buclistabon oin, so orgibl sicli: 

CO CO 

Vaj y n{k-m{v-Vk) 


2 ( 


mn{ic~~X) 


Da dio innoi’o Bummo rUr k '■=•-=» 0 doii Wort X hat, I’dr alio auderon 
Werto von k abor vorsolnvindot, so orgibt shdi hioraiis dio llicliUg- 
Icoit von (8), 

lOs Icann (lloichnng (B) anch goschrielion wordoii; 


['ij ^ m\'i) 



60 in. Reilien und Integrale iiiit BcBselsclien Punktionen. 


16, Andero Formen fiii* die Besaelsolien Fuuktionen 
zweiter Art. Dio DefimtionsglGiclinng fiir die Bosselschon 
Fxmktionen zweiter Art 12. (4) lautotc: 

r,/a;) == — eotgVTc ■ Jjx). 

Setzt man hiorin: 

i, = n -|- f j 

wo H eino positive gauze Zahl, 6 oineii eclitoii Bruch l)edoutot, 
so wil'd: 

-ir ( ly* r . T 


n + B ajii £ jy 


cotg£7r-,7;,.,.^. 


Dio liioi'iu auftrotondo Funktion luit iiegativom ludox lilBt sick 
vermittelst 4. (7) durch zwei l^unktionon mit iiositivoin Iiidox 
eraetzen. In dor angogobonon Formol wilhlo man p ^ 2 » und 
,; = n — E, so goht sio ilher in: 

j -T /ay«-a^ 


hnj^n~n~l)n{K~~-n~-t)\x) 


Kohrt man in hoiden Sninincn dio Hunnnaiion.sordnung um, 
so folgt: 

T Vy- 1 V- ' JT(n+ l)rJ(A--- f) / 2 \a^ 

^ nnn{n-~X)n(~~E—X)\,xJ 




JI(31 + 1) U(r~e~~X~-~V) 




Durch Bonutzung dor I’orinol 1, (15) gohen dioso Siiinmon 
liber in: 

, V ,» T sin f jf ^ '^n{n-\~X)U{X--B) n(X-\-E ■ - 1) / 2 \ a ^ 

i, 1} 'nnu{H-X) 


sin Bit sn n{n-[- X) e) II(X -|- e) / 8 \ 2H- 1 

•'At" * +1 ^ "7iT2ii~):i) i) Va j 


Andoro Ji'ovmon fiir Y 


Nach Einsoi/Axiig dieses Wortes in (1.) wird: 


— COtgETT 

1 ^iii(n-f-?.) na — E)73.a-|-.f--.i) /^\2A 

■ % ’ ^ JI2 1 — i) U’ / 




/i(u-i-?.) Yi(J.--fr) /7(?.-|-£) /2\2Y. + 1 


Ji(2i-|-1) i/(«— — 1) V-'i- 


Sotzt man ini speziolloii e — -|“ 1-, so (irgibt sicli: 

„ 1 j. X-l //(«-h 1) Via —A) / u \ 2Y 

• " 5 "" 7C « “ ! ^ il 2 1 Ui^ii - A) \ .r ) 

i -■ 0 

n ' » ^ ‘ ir(2'ii-|- 1) 0 U;/ ’ 

und wonn J _ i dnn;h , i iiiul »/ ' , i vennittelst 4. (i\) or- 
aotet wil'd; -■ ■'' = 

« I- 5 ■ "" tt '' » I- i jCj 77(2 X -1- 1 ) 77 {it ?.) A a’ / 

, X j., n{n -[- X) n{x — \) na - .\ ) / 2 \ 2 a 

7E •'« i- 1 ^ 7X2 ;i rx{-» - \ x ) ’ 

odor iiiioli 1. (18): 

« -I- t ^ JXA /f()i - -A) Irt;/ 

(») " 

, ,/ 

7717f(«™i) V.'»7 

7 «0 

Sot'/.t man in (2) dagogon €«=«(), so triti; das orsto Gliod roclits 
znaannnon mil; doni orston Hiuimuindon in uubestiunntor Eonn auf; 
dioso Gliodov buiton nllinlich: 

oolgETr-./,,.,.,-!' ^ 


02 III. Boihen iintl Integrale mit Besaelsclien 1* iinktionon, 


also wegen 1. (15): 


— cos £ Jr <!„.(_ f + ^n- 


sin Bit 

(lieser Bruch geht fiiv £ ■= 0 ilbcr in: 


1 ( ^ - » I ^ L . ^ 

V I ' ' (iSt Jf^O » 0 ” ’ 

und (ler Wert dieses Ausdrucks ist in 16. (7) angogebon Alio 
ubrigen Gliodor in (2) bloibon ondlicli und bostiinint, so dafJ man 
findet mit abermaligor Bonut/.ung von 1. (IB); 

^ nix — •[) Ji(« \ ‘-K / 


« — 1 


j/n 


5-'-2 

i = 0 


JJ (1 i-) 11 0^ — 1) \ / 


Einon andoren Ausdruck orhlOt man dureh 4. (8); sot'/fc man 
dort V = — £ und p = «, so folgt: 


_ a — ^ A I / jH fl{n — 1) JJ (1 ~ n — f) \ a; / ' ^ ‘ 

A=o 

odor mitHilfodor schoii hllulig bonuteton Eorinol 1. (15): 

r/«n(-f) V/' Y'"\r 

= ‘ miKji - X) \xj 

j c: 0 

, , ain e« Hn 11 (- 1 ) n(n "i- £ — 1 ~ 1 ) /' 2 y ™ ^ 

^ "■ m r/(« - 1 ) \ .-B ^ ' 

;.oo 

Hierdurob geht (1) ilbor in; 



(5) 


lloiUon fiir A 

otler : 

, .. , 1 ^nnIi{-8)niX~[-B--i)/2Yr 

Y „ — eotg sit ^ ^ jfi ^ j ~ i ' 

A = 0 

■p\\Y £ = i- orgibfc sich hioraua: 

1 XT Tin lI{X-- \) ( 2 y -r 

(6) r„ .,. . 1 , /- 2j UX n{n^-X) \x ) - I • 

* A v= 0 

£=,{) h'itt dan orsto Oliod anf dev vocliton Boitu von (5) 
nnd dor erstc Sninniand dos y-woiton OliodoH in dorsolbon unbo- 
stinnnton Form wio obon auf, wlUirond dio Ubvigon Buininandon 
ondlicli nnd stotig bloibon, ho da(J man lindot: 

(7) . 

1 Tin /ay-r 

TT Zj 'ii/or- - A) 

A « 1 

== 0 riillt dio y.woito Bummo fort, nnd man orbiilt; 

(7n) r„(.t)-|- f- ( /„(.c) -I- * '1‘ 

A C-- i 

17. Iiitegralo mit Bossolsohen Funkblonon. Mnltipliy.iork 
man 4. (d) mit a;’' nnd dividiort 4. (4) durch x'\ ho orldllt 
man; 

(1) ‘^',-1 === ‘ -H ^ -,!x ’ 

a.' </.« 

llierans folgt durcli Integration : 

h 

a 



64 


HI. Eeihcn tind Integralo mit Besselschou Funktioiuni. 


Oder: 

6 

(3) === > 

rt 

h 

(^4) W '■ ■*■ ‘ (a:) (lx ^ — \ ^ - iJ a ' 

u 

Gaua outsproclicndo I‘'ormohi golton aucli ffir dio Funktiou i„. 
Tritt als Grenze Null Oder Unoiidlich auf, so^ ist z.u uutorsuchon, 
ob die Integralo iiborUaupt ondlicb bloibeir, diose Beniorkung gilt 
aucb ftlr alio folgondon Integralformeln. So fiiulot man: 


(5) 


(6) 


X 

b 

X 

0 

so 

f ir ’ * «/',.(«) f7w ” x" ’ ■'■ ‘ 1 i^) } 

X 

j ?r ’■ ^ r,, (u.) (I u => 05 " '■ ' Yy _ 1 (a>) • 




(-J) 


Hior wie bei alien folgondon Intogralfornioln soil dor Into- 
grationswog oin Toil dor positivcn roellon Aobso soin, wonigstc ns 
mnC or bei alien Eormoln, in donon dio Greuze co aul tritt, diosor 
Linio zulofczt .sioh anscbmiogon. Nur in dor orston, nioht in dor 
zweiton Forniol (6) kann Null als Gronzo gewalilt werden, uiid 
man orldllt: 

CO 

AGol wiohtigore b’oriuoln orgobon sich dnreli lolgondo llbor- 
logung. Aus 6, (8), (9) in Verbindung init 11. (6) orhtllt man, dull 

z d- Y^. 



f (w) Jft («) du. 
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das allgemoiue Integral vou 

(8) ^"=(^^-1) 
isfc. Verbiudot man luermit cine beliebige audore Differeutial- 


z = s ’ z 


gleicbung 

dor 

Form ; 




(9) 



ff 



so ergibt 

sick 

in llhnlichor 

Weiso 

wio 

in 13.: 



f j- z' - 
ilx. 


t=S3 


odor: 






(10) 


a 

tz^ dx => \z^ 

L 

Sot/.t 

man 

1 in (id) Sj 

4. 

— 1 

— 1 und 


ala oboro Grou/e dor Integration, so erhillt man jo nach den 
Werton von z und mit ItttcksicJit auf 12. (i) iind (2) uud 
13. (2 a) und (2b): 

CO 

(U a) J.TXu) .r, (») ( I »i« (v-fO I - * Ju .r;+ * J. j; ) . 

X 

00 

( 11 b) J r „(“) 2 

0? 

00 

cue) 

X 

In dor orstoii und dritton Fonnol kanu x =» 0 gosotzt wordon, 
dann lUcBt aus (11 a) und (lie): 


( 12 ) 




act) aflioltllu, J.)t(> lli'HflolMoliuii Fiinkliuuflti. 



66 III, Hoihen und Iiitegralo init Bcsflolsclien rnnktionon. 


CCI 



0 


1st in (leu Pormoln (H) I'OfI (I^) ” f*i so t^’itt <lio roclito 

Soito in der unbostimniten Porin •}[ auf, und zwar (lie) init RUclc- 
siclit auf 13. (3); in bokaimtor Woiso orblllt niun dann: 


(14 a) 

.r 

i' 

2i* 

1 1 -|- a; // 

dv 

' ^‘'dx d vl 

(14 b) 

00 

1 

(i+ar; 

,n\. 

dv 

r)* r, 1 

(Me) 

00 

J /,(«) r,,(«-) 

(lu 

u 

li 

BY, 

()v 

r,. 1 

(•}.'« dv 1 


X 


a? \ -xr t 

,dJ, 

Y 1 





dv 

'‘dxdvY 

(16) 

i 




Sotzt man zur Abkttrznng: 


{i>0) 



inultipliziovt man (14 a) init Y,., (14 c) mit «7,. und subtrahiert, 
so folgt: 


to 



also nach 13. (3): 

00 

(17a) ‘ivfj,(,t) I Y,(x)JXu)--rMy,.(«)) 


(lu 

u 


>;(*) “ V >',(4 



y (u) (j?M. 
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Ebenso ergibt sicb aus (14 b) iind (14o)t 

tc 

(nh) 2 vj y,.(») I r„(a;)7,(") - v,.(«) ) ^ - 1 

ni 

Aiulere Eormeln iindot man, -vveim man in (ll) erst — 1, 
dann 1 setzt uud addiert niit Kucksielit luif 4. (2): 


GO 




L„ 

2v-|- i 


cc 





(C 

— i 


+ J, [(2i'+i) J-H-p-Cai'-O/H.,])- 


AVondot man auf die orsto eclcigo Klammer die Ponnoln 4. 
(l) nnd (2) und auf die zwoito die durch Eiftbrentiation daraus 
folffondon : 

r\ yt* y / .• * 

J.Jv = t/v-1 — 


Eli 

X 


j: 


— I. 

,'C* ' ’ 


Jy-\ "b J ,-.(-1 


an, so findot man; 


2 v /V(«)$ - 1 w- 'Lj: 


odor: 


ec 

( 18 ) ~ w:y- 


Hieriu kann J" diiroh eT,/ und .7",, vormbgo dor Bessolschon 
Differontialgloicbung orsofcxt wordon; so findot man; 



(58 ni. Reihen nncl Integrale niit Bosselschou Funktionoii. 


— 1 ( ... s </ » 

. 1 ’ 

Gonau die ontsproolioiidt! Formol gilt Ciir F,,. 

Man iindot loioht (lua ((>), da(i dii; Gloicluing 

(lie allgonioine Lc'Jamig 

i ^ j 

besitzt; wiiliH man in (9) .s'l *’.,7 ~ (1*0* 

t> 

(«’— !cJ\.(Kli) J,(px) <(* 

“ - ./,'(>'*) -- «./,,(ii»)./,'(«.B))t;, 

f/»/ ((V < 

wo naturlich uiiter (/'^'(nx) die Fiiiilctioii voraiand»m ial. 

Dui’eli 4. (4) gclit diese Gloiclnmg ilbor in; 

/) 

(20) (“’ ~ ^''),/ * '** 

“ - 1* («j,.(im ,/,.,,i(«.r) - 

Dio ontsin’cchoudon Gloi(ihnngon goltou nattU'lioh idr dit' Intogralo 
xJ’^,(clx) y'',,(/3a)) diC nnd / a; ).',.( «ii;) 

a a 

Ans dioson Gloichmigon tblgt: 

1 

(21a) i«‘—f)JxJ,{a}^J,(ilx)tlls 



f X jy («.C) Jy (j?.C) fZiC. 
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(210) 


(21b) («*— 

1 

(«^ — X dx 

= I (i)"+ " w - j',.hW- 

Bringt man *in diesen Fonnolu /3“ nach rficlits, so tritt 
(lie reclito Seito in der unbestiminto]! Form }[ auf, sobald /3 ~ « 
wil’d. Bestinniit man don ivahrcu Wort des Ausdi'iicks, so er- 
hillt man: 

1 

Seizt man v + 1 Stollo von v in 4. (<i), so findet man: 

I > r ~l~ ^ T 

y -t- 1 d y - t/ 1 , 


nnd unter Bonntznng von 4. (4) orgibt sich nacb oinfaolion Um- 
formnngen : 

1 

(22 a) Jy^{x u) (In = ~ ~ i) 

0 

1 

« Y,{xu) ,lu - ”, + (1 - J,.{x) Y,.(x) 

+ ’r;ix)Y,:{x). 

Noch auf andero Art golangt man zu illmliclion Integral' 
fonnolu. 

Man mnltiplizioro die zwoito dor Forinolgrnppo 16. (3) init 
nnd integrioro von Hull Ins Unendlicb, so orldllt man: 

» 00 « 

j /„(») d * = 2 _2' 1 ) / ui(.v) •/,.(*) • 

a ;.<=o 0 


70 ni- Reihen uiid Intcgralc mit BosBolsclion Fnuktionon. 
Wendet man anf die rochto Soito (12) an, so wird: 

/ ^ ('aTipip- 

(23) ,/ 

0 " 

“tt" ^ ^ ^ (21 -I- 1)" - 1' ' * 


Nun lautofc oino ])okannte Hoilio: 


m x ^ ^ (2 1 H- i}^ 


setxt man hieviu x = ~ , so orliiilt: man ; 


1 „ 


COS-y ;i=.0 


folglicli goht (23) ilbor in: 

(24) //,.(»;) da’ 1 . (i>-i) 

0 

Durch Anwoiidung von 4. (3) folgi hionins: 

00 

/ ( a ^ •'• ^ ^ ^ 

0 

00 

.(26) / 

t/ ’ 

0 

Audi dui’ch Bemitznng (lerlntograldar.stnllmig doi-BoHaolsclion 

Funktionen lasson aidi Integral fonnoln linden. Aus 0. (t) Tolgt: 

00 

/V (a) da 

0 

« 1 

« ^^y,9 (1 ^ 7() - I (a; y^i) (I J( . 




Jy {x)dx. 
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durch Vertauscliung der lutegratioiisordnuug ei'gibt sich: 




= u^{X — ^ilu /„(«:]/?() rfa'. 
u 6 


Sotzt man nun ~ 2 ]i — 1, so dafi fiiv 7c die Ungloichheits- 
bodinguiigon bestohon: 0 < /.; < so liiidet man durch (24) 

1 

fttr das innoro Integral den Wert und alsdann uacb 1, (29): 

yn 

.{x)dx n(k 

'- '2TH“i 2 '' “ 2A ’+ I 

0 


n(v~Jc) 





Das Integral links bloibt ondlioh, wonn die obere Gronzo fiir /r 

• V 

bis auf _ 4- heraulgosotzt und die untero Grenze ftlr v von 

u *h 

— 1 l)is — I- horabgosotzt wird. Durch Bonutzung dor Pormol (2) 
Icann die Gttltigkoit dor lotziou Gloichung in don orwoitorteii 
Gronzon naohgowioson wordon, und man orhiilt dalior: 


(26) 



.(.'b) dx 

■-2A-M 


0 


n{ic~ 1) 


0<i<- 



18, DarBtollung willktirllolior Funktlonon duroli BobsoI- 
BoliQ Funktionon auf andoro Art. In 15. wurdo dio Ent' 
wicklung oinor boHobigon Bunlction nach Bossolschon Eunktionou 
bosproclion dorart, dall dio Parainotor eino arithmotisoho Roiho 
bildon und dio Argiunonto unvorllndort bloibon; bei violou Pro- 
blemon nun ist os von Wicbtigkoifc, Funktionon zu ontwiclcoln 
nach Bossolschon Funktionon dorart, dall die Paramoter ungo- 
ilndort bloibon, dio Argumonto dagogon sich lindorn. Dor Einfach- 



III. Ileilion und lutogralo iiiit IIcBBclschoii If’unktionen. 


heit Imlboi- soil der Parameter Null imr besproclion werdoii, die 
Aasdolmuiig auf don allgemoinon Pall ist davaiis loioht /u orlconnon, 
Wcnu eino Punktion /’(;r), dio in dom Litorvull von 0 bis 1 
stetig ist, in eine Reibe dor Porm; 

oo 

(1) /*(«■) = 2: 

}. ~ .1 

sich entwickebi lilfit, so kdimon dio Ivooi’lizionton diosor Ent- 
wicklung bostimmt wordoii, wcnn die Grdlion It;, dnrob wolciio 
sicli die oinzolnon Glicdor untorschoidon, di(! posit! Vim Nullstollon 
dcr Pnnktioncii ^ odor (resp. /j), dbor din-on Lugo im b. Ab* 
sclmitt gonauore.s initgotoilt wordon wird, odiu- allgomoiiior dio 
Wnvzcln dor Gloicliung 

“b 7/;r«/„(.r) 0 

sind, worin A mid boliobigo Konstanton bodouton. 

Um dies zn zoigon, mnltipli/ioro man (t) mit und 

intogriero von 0 bis 1, so erliillt man: 

] CO 1 

itf ^ 

/l 1 0 

Sind nun imd vorsobiodono Nnllstidlim von »/,)(a0) 
vorscbwindot das rochtsstobondo Integral modi 17. (21a.); nur 
wonn ist, erWllt man aus 17. (22a): 

1 

(3) 2 [.ViVl’- l •';(»„)• 

0 

PolgUcb findot man aiis (2) und (ll): 

1 

u 

Oder 

i 

W 'V “ 1 2/ j : -'KV • 

» 

D\ivcb dieso Gloicbnng lasson sieh die ICool'jl'/.ionton dor Ent- 
’wioklung (l) berocbnen. 
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Vorstolit. man dngogoii imter die NnllstGllon von 
odor, was dassollni ist, von */i(a;), so verstJliwindet dns rechts 
stohondo l'nt(}grnl in (2) obonialls, wcnn -0^^ nnd '0';^ vorsclncden 
siiid; ist abor = so wird hior: 


I 



und cs ovgibt sich donuiacdi oino dor obigon otitsprccliondo Koofli- 
ziontonbosiimmnug. Jodooli ist bmr folgondes noch /.u boachten. 
Soi/it man in 17, (21 (l — O nnd wllhlt « als Nullstolle von J\ 
so findot man Hlr 

1 

(0) J xJ^^{ux)(Uv -= O5 

mnllipliziort man daiiov(l) mil .r nnd iiitogriorl. ’/.wisodmn 0 und 1, 
so folgt: 

I 

u 

Da nun boi boliol)igci’ Walil von /‘(;r) dioso Gloiolmng im all- 
gomolncn nicihfc orl'iUll. soin wird, so kann oino Kntwicklung in 
(lor Form (l) in diosom Fallo niobt statfclindon. Jodocli wird oino 
dorartigo Gloiobung ormbgliobt, w<mn man noch oinon Summandon 
vorsduobt, nllmludi S{!t/,t: 

CO 

(7 ) ((x) ^ 

A * 5 1 

Multipli/iort man dioso Gloio/bung mit nnd intngriort, 

so orgibt sicli ans (5) ((>) nnd 17. (21a) dor Koofiixient a^,, nnd 
mnltiplidort man mit x und iutogriort, so lindot man ans (G): 

i 1 

J fix) X cl X iinj X (I x^ 

i) Ji 

Oder 

1 

_ ((„-= 2 J xf(a^(lx. 

(i 



74 Ilf. Roihon und Iiitegralc init Bessel acliou Funktioiien. 


Die Gloichung (7) gebt geiinii in (1) fiber, wonn man dort die 
Summation mit Null statt mit Dins beginnt nnd miter die erste 
Nnllstello von (a’), nftmlicb die im Niillpiiukto gclegoiio, vor.stebt. 

Audi in dem allgoineinen Fallo, ilnfl die Grfifien {I; Wurzoln 
der Gleichung 

( 8 ) AJ.ini) + ^ 0 

sind, ist anf entspveeheiidoin Woge die KoofUzientenbestiumuing 
7 ,n bowirken. Wonn k und (3 vorscbiedono Wnr/.eln von (8^ bo- 
deatoii, so gebt dor Minuond dor roditon Seito von 17. (21a) fiir 
r 0 fiber in: 


und der Subtrahoiid orblllt donsollmn Wert, also wird din rcnditn 
Soite wicdor Null. Ans 17. (22 a) orgibt sidi: 

1 










und biormit sind die notigen IMittel /.ur Koolii'/.ientonbestinunung 
von (1) gegobon. 

19, Darstellung der liyporgoomotrlsolion Boilio duroli 
oln Integral mit Bossolsohon Funktlonon. Es sni: 


( 1 ) 


0 

rp(x) -^1 




till . 


so folgt mit Bonut'/.ung von 6. (‘la); 


(3) 


’’W”*./ ,1,1 


i> 

(3) 





Damit dioso drei Intogralo endlidi sind, mull .soin: 


(4) 


1 < n < A -t- ft + 1 . 


J* w“’' J;, (nco) Jft («) du. 
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Aus dex* Differeutialgleicliuug fflr die Fuuktion Jf (tix) ex’gibt 
sich vermittelst (l) bis (3); 

(6) V +^v -^,v = -J ---r-i- <’« ■ 

0 

Durch parfcielle Integration fiiidet man aus (2): 

<30 

(6) ,p _ j _ 


entspreehend aus (3): 


„ V — 2 , 1 ( 

^ => --- g> 


1 rdJyXux) j;, 




2 


und durch noclimaligo partiolle Integration: 

„ V _ 2 , V — 2 r , 1 f j 


worans mit Benutzung von (6) folgt: 


9> 


„ _2(v—-2) , . {v — l)(-y — 2) 

rt» ^ 


1 r-fdo 


r— 2 -« » • 


Aus dieser Gloicliung und aus (l) und (6) kann man luit 
Hilfo dor Bessel sohenDifferentialgloichuug die Fmiktionen J'/i und 
j/, elimiuioreu, dann entstoht: 

(7) a;V"-(2v-3W'+((v-l)*-,.M7 >— J --Tr-S-'*'' 

0 

Durch Vorgleichuug von (5) und (7) folgt: 

— 1) go" ~ x{(2v~ ‘6)x^ -f- 1 } go' 

Sotzt man hierin: 

go — 
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so linclet man: 

- 1)./' + ( (2 A ~ 3 1/ + :n.lr - (2 J + 1) ) .* V 

H- I J(i — 2i>+ 2) -I- — 1)*' — (I’l — 0. 

Scty.t man scliliolilich: 

== ^ , 

so gclit (lie letzte Gloicliung ill)or in; 

(8) sft-l)'f"(9+ l(*-''+3)S-(/ + l))'l''(§) 

"1" 4" " 4” • )(^ — f*4" f -]r l) 'l^ “ 0 

Plihrfc man liieviu oin: 

A — 1 , 

fi “ — /■), 

Y -- u - - 

so gelit (8) in dio Gloiclumg 1. (lO) illnM*. 

Bczeichnot man doinnaoli: 


so ist 



, , I v(«, r< *) “ ‘ *“) 

^ 1 + :ih;' - n'Xa - r -I- 1 . |3 - J- -I- :i , 3 .«»), 

WO A iind J? Konstanton siiul, dio nocli (n'inittolt wordon inilsscn. 

Uin zur Ilostimmung dor Konstnnton zu goliiiigon, golto lolgcni- 
des. 5Ian dividioro (0) durch iind bostimmo don Groiizwork 
fill* a;= 0; mittcls 2. (7) orlilllfc nnin: 


</’(«* /1. 7. a!) 


11- J(, 


uud dios wil’d nach 17, (2d); 




voi'ansgosotzt,^da(.l das Intogral uborhaupt ondlioli iat. Vorginicht 
man dicson Wort mit (lO), so .siolit man, dall fdr )• > .1. dio Kou* 
stanto B den Wort Null hat; dios gilt auoli nnoli fUr y 1, woil 



Darstclluiig dor hypergoomotrisclien Reihe. 
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alsdsiuii das Kweite Integral dor hypergeometrisclieu Differential- 
gloiclniiig nil' ^ 0 logarithm i sell unoudlicli wird. I'llr a; < 1 
orhiilt man daber: 


Il(cc — I) 


(ii) <)»(«> (h yj /5, /i 


vovausgt!S(3tat, dad luich 17. (2(5): 

« — , « -I- (i < 2 ' » 


ist. Dio or-sto diosor llodingungoii Uann wogen der Yertaiisch- 
barlcoit von « niid (1 in dor liyporgeoinotrisehon Reihe stots als 
orlTillt hotraehtet wordoii. Von don andoron beidon Bosclniln- 
Icungon kann man sich mil Hilfo gowisscr Rolationoii zwischen 
hyporgoomoirisclu!!! Roibeii, doron orsto .Rlomonto sich uni ganzo 
Zahlon untorsehoidon, bolVoion. Rs bloibt nur die Kir die Endlich- 
koit der liotrachtoton Intogralo ubiigo Ungloichheitsbodingung (d ) 
liostohon, die jotzt illiorgoht in: 


f< ;> 0 und y — a — /i — 1>(), 


Dio lotzto Ungloichheitsbodingung war nbtig, damit rp zwoiinal 
difforon/.iiort wordon konnto; os bloibt jodoeb solbst, ondlicb, so- 


bald nur 


j- — « — /i -I- 1 > ( ) 


ist; os lillit siob '/.eigen, da(i auoh hiorftlr noeh dor obigo Wort von 
fp orhalton Idoibt. 

Ist .*3: > 1, so sotzo man .-i! =• und in (9), so lindet 

man durch (ll) doiiAVort von /J, y, a?) in diesom Fallc. Han 
orldllt scbliolilioii folgondos Rrgolmis: 
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wenii wcdcr « — /5 iiocli y — 1 oiiio nogativG gaiizo Zahl 
nnd sowohl a als auch y ■— « “ (3 -|- 1 grdfier als Null ist. 
Fur a* = 0 bleibt (12) gttltig, inifc AusnabniG tins Fallos 

= 1 und zugleich « -h j3 > y ■ 

Pur 1 bleibeii (12) und (lil) in (ioltinig uiul gohon in- 
eiunnder iibor, sobald y —« — /?> 0 ist. Wonn abor y — « — 13 0 

i.st, so wird im allgomeinen das Intogral fttr a; = 1 nnondlicli 
groJJ*, mu’ wonn alsdann 

y — « + (3 = 2 w 

ist, wo in oino positive odor negative gan/e /jabl init Iijinselilnl.l 
der Null bedoutet, orhiilt man: 


(^ n .. , _ 

0 

und fttr y — « ^ ^ — 0 ; 


(15) 




(,y>0) 


Durcli Spezialisiorung von a, § und y orgebon aich aiifl den 
Gleicbungon (12) bis (16) oiiio grofio Xiabl molir odor inindor in- 
teressanter Forjneln. Als Iloisi)iel sotzo man: 

V a V 1 

^ C=* j P j y ^ y 

so ergibt sieb: 


06 



Spezielle Falle. 
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Oder mit Bemitzung von 1. (16) nnd (18): 


.(«) cos («.«) 




V 

C08---jr 

2 1 /V v-\-l 


Im Falle .t 1 setze man a; — sing?, danu ei’lililfc man diu'cli 
1. (9): 

(17) J /,.(») cos (« sin v) 

Oaiiz ontsprechoud liofert die Anualime: 

1' + 1 , V — 1 8 

, y--«- 


in Vorbindung mit 1. (8): 


00 

/ (if) sin (h sin qp) ™ ’ 

ty ' 


(-tfl 


Sotzt man in (17) (p==0, so erhUlt man die Gleiclmng 17. (25), 
fftr i' = () folgt aiis (18): 


J ‘^oOO (« sin <p) ™ - = tp, 


walirond filr l sioh orgibt; 


J Jo('Osin(?<a!) '-^-'- 2 . 


IV, Abschnitt, 

J)iiH AdOHions- iiiid dns Multiplikationstlioorojii 
dor BcsfioXsclioii Funktioiioii, 

20, Das AclclitionsHioorom dor Bossolsohon Funk- 
tionon. Axis dom Taylorsclion Satzo oi’hillt nmu: 
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IV. Das Additions- nnd das arnltiplikationsthoorom. 


-Vy) 

i )=.0 


fJM . 
i'fp d,t^’ 


Dul'ch Bonutznng von <1. (9) fliulot man; 


/. = 0 


1 




Uin hiei’in ilio Siimnnitionsoriliiung so voi'tausoium ym Icdnnon, diiLi 
dio Bossolscho Bunktion vor dio innoro Suinmo ii’itt, lunll man 
dio roclito Soito in zwoi T(}i]o — fiU* }r(3i'iid(i uml unf,mriido 
Worfco von j) — /.orlogon; boaclitot jnan lornor, dali nuin in dor 
innoron Siiinnio wogon dor lioidon Nonnoriaktoron doin Bnclistabon ). 
dio Worto von — cx) bis ~\- oo ortoilon darC, so lindofc man: 


«> u I' “ / i\f. 

- 2 (f) 

p—u f.tu—'jj 

t a; r . 

^ — A + 1 j ’■ ' • “ + - /• “ I ' ^ 

^ 0 A — 

Wllhlt man in don boiden innoron Summon A — p stafct A als 
Summationsbncbstabon nnd kolirt alsdann dio Roiliontol^'o dor 
Summation on uni, so fiiidot man; 

-I- y) 4+2i(''^) ^ z- i) 


^ QO 




JlssO 


Ettr dio nogativon Worto von A mit Kinaclilnll dor Null kaim man 
in den innoron Summon dio nntore Qronzo auf — A orliblion; fdr 
dio positi von Worfco von A grOflor als Null kann dio.sc untoro Greir/.o 
auf A rosp. A — 1 orhdht wordon. Rllhrl; man domontsproohond 
+ A odor p — A reap, p — A + 1 n-ls Suinmationsbucbafcabou 
oil! nnd orsotzfc scbliefllicli in don nogativon Toilon A dnrcb — ■ A, 
so bokommt man ; 
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=== V y 

2j 

A = 0 

— 0 

'O 

/ 2/ \ 3/J + 2A 


npr/(2)+2i) 

p — u 

•!/3 

/ y \ 2/J + 2A-H 

4=0 

1) n^;jT(p + 2^4- i) 


/ y\^P+ 2A- 1 

Ac 1 

.h2a-i(®) lifnltr^n^ 

l> = 0 


Iiulem man nnn wiedor die ontspvochondon Toilo mit gernden und 
ungoradon Worloii vou X zusammonfalit: 


■Ki^ + y) 1 )" rij,n(t+j,) 


A = 0 




(yy*'''' 

;=!i /)=o 

Naoh 2, (7) slnd dio inncron Summon J'^{y)i so daB man findot: 


A = « A — 1 


Mil; Homit'/.ung von 3, (3) kann man dioso Crloioliung ktti’zor 
schroibon: 

H- 00 

?. s:; « CO 


Boi dor Abloitimg diosor Gloiohung wurdo von Bigonsoliaftoii der 
Bosaolsohon Bnnkiionon nur dio Formol 4, (O) bonutzfc, dio obonso 
fill' dio Funktionon /.woitor Arl; gilt; donmach orlilllt man obonso; 

03 CO 

( 3 ) 3 ;(* + ,</) “ + 2(.- 

HoUnfUftltllu, Dill Donavlaohon l''un1ctifinon. 


0 



32 IV. Dae Additions- 


\md das JluUiiilikabionsthoorem. 


odor 

•I- to 

A =z — «) 

Die Gloichungon (2) uud (4) wordon ills dio Additions- 
thooreme dor Dossolschon Dunlctionoii kozoichnot. 

Uin nun ttbor die Konvorgoir/. dor gowoiineiion Koihon m ont- 
schoidoii, liat man die Worto zii ormittelu, dio die Dossolschon 
Funktionon annolimon, wonn dor Paramotor in positivom odor 
nogativem Sinno iiber alio Grcn/.en wllchsfc, odor andors ansgodrUckt, 
wonn das Argumont im Vorgloioli '/.um Paramotor solir kloin wird. 

Dio Dofinition 2. (7) zoigt, daO alsdann J ,(^) gogou kon* 

vergiert. Bricht man dalior dio ’/.woifco Summo in (1) boi oinom 
gowisson groCen AVevto X al), so wird dor Uo.sfc gogon 


^ a’’-*- 




2A 




TlXll (j' -p D 


; Iconvorgioron. Nun ist: 








nxD(i'-M) 


Der Ausdruck miter dem Summenzeichon stimmt ftboroin mil; dom 
der Bosselscliou Funktion und oakonvorgiortdabor dor 

Pest mit waclisondem Aj gogon Null. Fntsproc-bond orhlllt 
man fiir don Rost dor orston Roibo: 




-GTifciV')- 


II V 




(i:y 


Dioso Roilio stimmt mit dor binoinisohon lloilm fib- (l — 
ttboroiir, os wird dabor gogon Null konvorgioron , flobald dor 
absolute Botrag von // klo'inor odor gloiob dom von a; iat imtor 
der Voraussotzung, daC v oino positive Zabl iat. 

Dio orlmltono Fntwicklnng (J.) ist also konvorgont, sobald 
I y I ^ j i® I ist; wonn abor im spoziolloii v oino positive ganzo Zahl 
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ist, so ist wogen 3. (3.) (liese Entwicldung fur alle Worto von 
X und y konvergent. 

Fttr V = 0 orhalfc man im speaielleu: 

(5) Jq{x -f ij) — 

;. = i 

(6) ro(® + n) - J'oW J'oW + 2 Jx- 

?. = 1 

\md fttr );» = 1 : 

(7) y) — (^®)*^o(2/) 

+ J'(- 1^"' 

;=i 

_ - J„'(x)J„(}/) + 2 Jx- 1)'“‘ ■ 

;. = i 

(8) y.(* + .'/) “ - nX*) JoW + 2 J(- ■ 

21. Das Multiplikationsthoorom der Bosaolschen Pimk- 
tionen. A\is dor Dofmitionsgleiclning 2. (7) orhlllt man: 

/;«2/Y' + 2x 

^ , .... V2 J 


x = 0 

MultipUzicrt man mit ^ j so findot man: 

X==0 

Durcli Bonutzung von 16, (D) orgibt sick liioraus: 

( 2 ) ^ jiH n(>- -h «) ^ ^ 

xoO ^- = 0 

Sotzt man in dor iimeron Siiramo X an Bfcello von « + so wird: 


0 


84 IV. Bas Atlflitionfl- und das Multiplikationsthoorom. 


Durch Vortauschung dor Suminatioiisordnung folgfc: 



■rX^y) 




X. V 2 y 
;.=o 


y ^v+i 


1TkJI(A — k) 


;<«0 


Oder; 

(1) 





Dieso Gloichung kanu man als das Mulliplikations- 
tlieorom der Bossolschon Fixiiktiouen orstor Art bo- 
'/.eichnon. 

* Durch Bonutxuug von 4, (0) UlBt sicli (l) in oine gan/. 
andoro Form briiigen, Bs orgibt sich; 


^ ^ 2 «) D’{ " + « — ij I 2 / 

>; = 0 




~ y'i' 
m 


« = 0 


n(x -- « - i)n (j' + X — K — 1) 

-- 2» 1) ll{v “I* «) 




Dor Fakfcor von ItllH sicli durch Vortausoliung dor 

Suminationsordiumg in die Form bringon: * 


2 '(- 

j< = 0 


1 )« 




IIk 




nxn{X'—'*iK)" 


1 ) 


U-/r) 





Reilien fur J^.{a;y), 
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Setzt man in der inneren Summe I statt A, — 2}(., so wird sie: 

"t- «) ~ 11 f 1 ^|a^^ + 

^ M riix + 2 «) ^ ) 

= (1 - vY'- 2r.-h I, 1 - f) 


nach 1, (26). Ganz ebenso liiJJt sicli der Faktor von 
bebandeln; wonn man die gefundenen Werte oben einsotzt, findet 


man; 


(2) 


00 

(-!)«( 

y-() 

.t) ^ n(2^) + 1 , H + r , 2 X + • 1 , 1 — if) 


xi’(-o^( 

2) ' Y/(2x — 1) (’‘i 2x, 1 — 2/ ) . 


Wegen der mannigt'aclien Transtbrnmtionon , die zwisclien bypor- 
geometrischcn Eoilien bostehen, lllflt die roolito Seito .sich in viclo 
anderc Eormon bringon. Man kann fornor nur mit Zuhilfenabmo 
der in 4. ziusainmongostolltou llekursions- und BifTerontialformoln 
zeigon, dalJ die rochte Scito in (2) dor Bossolacbon DilFerential- 
gleiclning gonilgfc. E.s wird dabor auoli diojonigo Funktion, wolcho 
man erblUt, wonn man Y^, und an Stollo von und 

auf dor recbton Soito scbroibt, oino LUsung dor Bessolselion Biffe- 
rentialgloiclunig soin; dadurcb, dafi man sclilictilicb y = 1 setzt, 
Jindot man, daB dies die LUsung Y^.(xy) ist. Also orblllt man 
oino nouo richtigo Gloicbnng, wonn man ilborall in (2) statt dor 
b’unktionen orstor diojcnigon zwoiter Art oiuflUirt, 

Multipliziorb anau (2) mit 3r,,_i(a5) und die Gloiclmng, dio 
aus (2) diircb EinfUbrung dor Bossolschon Eunktionon zwoitoi* 
Art ontstobt, mit </!,,„((.'») und subtraliioi't dio or.sto von dor 
zwoiton Gloichung, .so Iblgt: 

(8) r.W (*) 


jL 

iro) 




Jf(2x)' 


X -I- u, 
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uiid /.war mil; Ifilfo von 13. (4). (Ian/, lilmliuH orhtlH man: 

^ ( 2 / 1 ) ^ 'I™ ^ ■ 

y,s=:t 

Ks liiflt sioU nocU oino nm'loro Ij'onu dos Multiplikiilimis- 
theoroms findon, 

TTomifc/.t man in: 


/,,(ajv) «= V (— 1)'^ 

^ ' jlCl ^ ^ J/«7T{if 4 «) 

x=o ' 


die Gloichung 16. (l), so oi-lilUt man: 

^ 71 x 77 ( 1 / -hx) 


x = 0 


. "V "L^- ^T(x d- 2 x 4 ;. — 1 ) 

^ “ ~ ~jn V. I- 9x4-3 ;.(*'<'') • 

^=0 

Auf eino Art, die schon moliHiieh in llhnliohou Pullen beiuitzt 
Worden ist, ergibt sich hiorans: 

j;(«) = „.'y (r + 2 /) , 

^ 77A77(— i-1) j 


X V ^ ■*” ') T/(x ~ i 1 ) ^ ^ 

y-{) 


also nach 1. (2o): 
( 6 ) 


77x77(x 4 j4 


?r. 


^ 77i ^ (-‘0 i'X •' -f A , 1 , „ -b :1. , y 2) . 


>t = 0 

Spozioll fflr V ^ 0 und 1: 
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Dfi (lio liier auftretonclon liypevgoometrischeu Reiliou ganzo Fuuk* 
bionen (A) -ten Grades von sind, so siiid diose Formeln, ebenso 
Vio Gleicluuig (l), fttr jeden Wert von ^/.dirokt zu benutzeii. 
lie kdnnon boispielswoiso dazu verweudet werdeu, uni die Funk- 
ion fiir gebroclione AVerte des Arguments zu berocUneu, weiin 
io fiir ganzzahligo Werto x bokannt ist. 


V. Abschnitt. 

i^erlaiif uiid GrOIia dcr Rcssolsclicu Fuiiktioneii flip gowissft 
AVerte dos Arguments uud rarametcrs. 

22. Dio Funktioiion und . In don folgendeu Num- 

iiern soli vorsuobfc worden, nach Moglichkoit oin J3ild zu gc- 
minon von dom A^orlaufo und dor ungefllliren Grdfie dor Bessel- 
clion Funlctionon. Ilierbei hat man natilrlicli wosontlich zu untor- 
ohoidon, oh das Argument x rcolle odor komplexo Wcrtc be- 
itzt^ dor ersto Fall ist dor wicbtigste und zugleich einfacliste, 
^^oil biorboi das Argument cine einfacb unondliclio Mannigfaltig- 
:oit von Wortoii zu durchlaufon hat. Nobou diesem Hauptfall 
ollon von den luizllblig violon andorou Fllllon juir zwei der 
raclitung untorworron werdon, nilmlieb orstons dor Fall, dafl das 
irgumont roin-imagiuliro AVorto bositzt odor, andors nusgedrilckt, 
io imaginllro Aobse dor Zablonobono durchlUuft, and zivoitons der, 
ali dor roello gloicb dom iinaginliron Bostandtoil des Arguments 
■it, odor daB dieses dio Ilalbierung.slinie des Winkels der reollen 
nd imaginUrou Achso durchlUuft. 

ITm die A^or.stollungoii zu klllron und an Bekaimtes anzu- 
nUpfon, worden zunllchst dio If’imktionon 

1 ) ^ (*) 

otrachtot. 

Gibt man in dieson Funktionoii dom Argumonto a) po.sitivo 
oollo Worto, so orhlllt wogen dor Quadratwiirzol jodo Funktion 
ivoi roollo Worto, dio .sioh nur durch das Yorzoichon untorsoheidoiij 
'onkt man sicli das Argumont als Abszisso, die zugohbrigen 
unktionsworfco als Ordinaton gozoichnet, so worden dio. beidon 
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V. Vorlauf und Grofici dcr BoH8olH(!l»on I’tiiiktionon. 


Km*ven, die don lioidon Vorzciclioii dor Quadra tAViirzol niitsiu-oohoii, 
syiiunetriscli gogen die AbsKissoiuicliso liogon. Man wird dalior oin 
vdllig Idares '.Bild des Vorlaufs dor Funktion ha))eii, wunii man 
uur die oine Kurvo, B. dio '/nin |iosil.ivon Worto dor Quadrat- 
wiirzel goliorigo, gonau vorfolgon kaim. Uiitor diosor Aniiahmo 
orkonut man luis (l) uiid don bokaiinton Eigonscluil’toii dor tri- 
gonomotrischon Ii’nnktionoii, daC I'Ur a: — 0 don Werl; Null liat 

and mit wachsondom a; vmnllchst; po.siUvo Worl.o annimmk, lilr 
a; = TT aber wiodor Nvdl wird, »lann nogativ<? MGtrto orldllli, boi 
ic 2 jv abormals vorscliwiiidoi; usw. GoomotriHcb wird ^ durcli 

cine Wellonlinio dargoatellt werdoii, doron Knolun in don Bunkton 
a; = 0, TT, ... nsw. liogon. T)io«o Wollonlinio untorsoboidot 
sicb abor von dor gowiUmliidion Kimislinio wosonlliob dadiirob, dali 
die Ampliindon dor oinzolium Hebwingungon Ibrliwllbrond all- 
nebmon, so dali diese allinllblioli abklingon, wio <Uoh in dor b'ignrl 
der Tafol, dio am Kudo diosos 'Ibndies siob bolimloi, vm’anscbanlicbl. 
wird. Ans (l) folgi: 


( 2 ) 


, I / ~ 2 X eoH X — 

'V'^'VTtx' 


Hin X 


Dio Nullstollon diosor Fnnktion liolbrn dio Maximal- b/,w. 
Minimalworte von , d, b. dio Btollon grt)lit.»>r Alnvtdobimg von 

dev Abs'/iissonaebso. 

Dio Gloicbnng 

(b) ^ 2 a; cos X — sin x -•■■■■■> 0 

bositzt nur solcbo Wurzolii, wol'dr cos a; mid siiwr gloiolm Vor- 
zoicbon babon, d. b dio Wurzoln liogon /.wisebon /.-jr und (/o-l* |)jr, 
wo li oino boliobigo positive Zabl mit J'linsrdilnli dor Null bodontot. 
Dio orsto Wurzol a’ => 0 von (b) kommi; nicbl; in Botriuibi., woil 
biorfdr J' nnondlicb groti wird*, ans (l-l) Iblgt: 

■j 


tg a: 


f] 


Oi\ 


Da dio reebto Soito mit w'acbsondom x stotig zunimmt, dio linko 
Soito abor in don ungoradon Qnadranton p{«viodi8oli dio positivtm 
Wevto von 0 bis <x> aniiimmt, .so wird in jodom Rplltoron Qua- 
drantou dor Wurzol wort dor (iloicluuig nlllior an dio oboro (Ironzo 
dos Qnadranton heranvllclcon. Davaiis orkonnfc imin, dali dio IdSclmton 
und tiofsteii Stellon der Wellonborgo iinaoror Kurvo otwnn vor dor 



unci Ylj. fflr reolle Argumeiite, 
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Mitte Kwischen den Kuotenpunkten sicli befinden, aber dieser Mitto 
inehr uud inebr mit wachseiidem x zustroben, ohne sie je ganz zn 
eiToiclion. 

Almlicbe Betrnchtungon ilber nnd desseu Abloitung: 




'ix sin a; — cob x 
2x 


fillu'cn 7Ai folgoiidon Ergebnisseu. 


I’tu* a: = 0 wird T, unondlich wio -7= und wird filr kloine 
•i- Yx 

positive VVorto vou x zunllchst positive sehr grofioWorto bositzen, 
mit wachsondom x aboi* vorlaufig abnehmon, lilr x == g die orsto 

Nullstollo bositzen, alsdaiin ins negative Gebiot ointroton, boi 
X = -I'Tt aborinals vovschwindon imd imn in lUmlichov AYoise wie 
in Sclnvingungon mit allmilhlicli abnoliraendor Amplitude ver- 

lanfen, die also lllmlich abklingon wio die Schwiugungon von *7^ •, 

die betroffendo Kuvvo ist cboiifalls in Eig. 1 gezoichnet.' 

Zwisehon ^ und n orroicht Y. oin erstes Minimum, die fol- 
2 i' 

gciudon lidchston und tiefsten Stollen dor Wellenberge liegen wiedor 
stets ctwas vor dor Mitte zwisehon don Kuotenpunkten xind strebon 
mit wachsondom x mehr xxnd mehr dioser Mitte zu. Dor absolute 
AVort boidor Funktionon ist stets kloinor odor hllchstens gloich 

dom von V ~ , d. b. es bdindon sich dio Funktionsworte stets 
r Ttx 

zwis(?hon den beidon gogen die Abszisscuachso symmotrischon 

2 

Zxvcigen dor Kurvo IIT. Ordnung xy^ — “ , dio in Fig. 1 durch 
die gostrichelte Linio angodouict ist. Wllhrend 1‘dr Y^ dioso 

Fnnktion I/ ala oboro Gvonze ftlr alio positivon rcellen AVorto 

I 

von X botrachtot wordon kann, bloibt natUrlich Ittr x or- 

hoblich untor doin AVorto dioser bhinktion, 

Ist a: oino negative roollo Zahl, a? = — a:, so wird: 

(f)) J^{x) - - iJ^ix) und Y^{x) - + i ); 


90 Y. Vevlauf untl fIvOBe clei- Bossolsehon Fiuiktionen. 

die Fnnktioiieii worclen also roin imaghillr, untorsclioidon siolt ahei* 
von den ebon botrachtoten Wortou mir durch don Faktor so 
dall iibor ibren Vorlauf nichts woitor m sngoii ist 

1st aber x oino reiu-imagiullro /abl, X Vr, so wird das 
Bild ein gan?. andores. In diosom 3?allo wirdt 

“ ]/ ■" Kr,- • ‘j- ('■ - 




Nun ist; 


so dafi man orliUlt; 


yr I d- ^ 

yi - 




J. niinmt also komi)loxo Worto an, so da(i dio roellen and 

\ 

imaginllron Teilo gloicho /jahlon worto haboii. 

Setzt man xnr AbkUr/.ung: 

(8) 

so dall also: 

(7) JjO'O-O + 'VjO') 

wil’d, so ist oino l^uiktioii, dio fill’ r --=» H vorsoliw indot and 

fill’ positive Worto von /■ solbst positiv ist and st«dis '/.aniinint, 


Bonn 08 ist: 


(2j’ -f (2rH- 


Dor Zuider diosos Uruchos wird nioinals Null^ fUr 2)’> i ist 
diesos ohno woitoros klar; ftlr oinon bostiraintoii Wort vou 2r < 1 
mil B to soin: 

1 i j 2 (2 ,.) d- 2 (2 rf -y 2 (2 r)« d- • ■ ■ • 

Dio oinKolnou Gliedor diosor Roilio sind abor voin '/.woltoii au- 
fangond grUBor als die ontsproobondon dor Kxpouontialroiho, so 
dad dio Gloicliuug uio bostobon kann. 


unci filr rein-imaginare Argiimente. 
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Wtlcbst r unbegreuzt, so uimmt aucla J, uuendlich grofle 
Werte an, 

Almlich orgibt sich: 

(ir) = y-J. cos (/r) = (o'- + o---) 

Sot/t man; 

(9) 

SO wil’d; 

( 10 ) 

Fill* I’oin-iinaginaro Worte dos Arguments wird demuncli 

komplox, uud 7 ,war so, dali die roellou und imaginllron Teile eut- 
gogeiigesot'/.t gloiclie Zahlonworto haboii. Ittv )’ = 0 wild wie 

..,L. uuondlich, fttr positive Worte vou r nimmt L. solbst positive 
t/v* ^ 

Worte an, nud 7 , war nimmt X. mit waobsendom r zimttchst ab. 

Es ist; 

, ( 2 r-l)/-( 2 r-l-l)e"y 

n'-'’-’ irWr 

Fiir doujonigon Wort vou r, wofur; 

/, 9 r„ 2 r + l 

ist, b 6 »it 7 ,t oil! Minimum; os findet dies statt fttr r = 0,7 7170’ 
Von diosom Worto an wllcbst X^ nnbogronzt und wird fttr iinend- 

Uoh grofio Worto von r solbst unoudlich. 

Wllhrond fttr roollo uuoudlkh grotto Worto des Arguments 
boidoBossolsoboEunlctionfm vorschwindon, wordcn fttr roin-imagi- 
nllro, unondlich grotto Worto boide Eunktionon unondlioh groB. 
Abor anch in diosom Pallo lilttt sich oiiio Xttsung dor Bosselscheu 
Difforontialgloiclmng findon, dio im Unondlicben vorscliwin- 
dot. Zu diosom Zwoclc hat man und mit solchon Ifaktoren 
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V. Verlauf luid Gr«J5o der liossolflchcii Funktioiion. 


zii nmltipliziereii und v.n addioi'cn, dalJ daboi dio Fnnktion e'' fort- 
fivllt; man findet so die Funktion : 

( 11 ) + 

die naturlicli nocli mit oincin willkttrlichen koimtantoii Faktor 
raiiltipliziovt worden Icann. 

1st schlioJJlich . 1 : oine beliobigo Icomplexo Zabl, so kann sio 
stets in dio Form «--(r,{>) = r(cosi‘td- / .siiiP) gebrachfc worden, 
Liegt (s anf der Halbiorungslinio dcs Winkels boidor Acbson, so 

hat man = sotzon; diosor Fall soil als Beispiol fiir don 

allgenieinoit Fall dienon, Fs ist: 



Hicr orlilllt man fftr komplexo '/ablon, doron roolb* iind 
imaginllro Bestandtoilo vblUg vorsebiodon sind. Frtr r 0 wird 
«7'j(o,“) = 0, frtr nnondlich grblio r wird ancb 1 /'^ uiumdlioh 

gx'oli; fttr gowisso Werto von r kann d<(r reollo, I'Ur aiidoro dev 
inmginllre Bestandtoil versekwindon; zugloieh abor kJinnon beido 
nickt versekwindon, down sin x hat koine komploxoii Wurzoln. 


Jf, imd fill’ positive reelle Argiimente, 93 


PlU‘ die Besselsche Funktion zweitor Art ergibt siclij 



Es lllflt sicU leicht zoigoii, daU aus beidou Puuktioneii eiue 
uoue gobildet wevdeu kanii, die im Uiiendliobeu vevscliwiiidet, 
nllmlicli ^ ' 

23, Die Funktionen Jq und. Yq fiir positive reelle Werto 
des Arguments. Aus den Reihen 2. (7 a) und (7 b) : 


(1) 1 ;^^y2 (‘2' -l)- 

(2) /iC®) = = Y |l 


( 2 . 4 - ay 




2 .'I ■*“ T- g 

~ 2TT.ljT4Tc'V8 


+ 


oi’keiint man, daB — 1 dnB fttr a’ ^ 2 die Reiho 

positiv ist, woil, weim man in der Reiho filr ./g je zwci aul- 
eiuandoriblgondo (llicdor zu einein Qliede vovoinigt, die iieue Eut- 
wicklung nur positive Gliedor outhiilt. Aus dor zwoiton Reiho 
orkonnt man, daB J'aioo) fhv Worto von a’, die kleiner als 2]/ 2 
siud, init wachsondom a; abnimmt. Gonauoros ttbor don Vorlauf 
von .T'oO't) lllBfc sich abor aus 11. (4) abloson; dicso Gloichung 
goht frtr =» 0 ttbor in: 

ft 

y 


(8) 





0 


Alio im Tutograudon auftretondou Funktioiion siud positiv luit 
Ausuahmo dor Funktion sin 4- y) , Bio aowohl jmsitivo als nogn- 

tivo Worto annohmon kann. Ist so ist dahor das Into- 

gral positiv; ist dagcgon a; >• jr, abor a: ^ Ifjfi so ist dor Sinus 
iiegativ d, h. */o(a;) nogativ. Es liogt also die ovsto NuUstollo 
von «/o(a*) zwiscbon a? = 3 ti: und a? ■==« jr. 



94 V. Verlauf imd GrOJJe der BesaolBchon Funktioiien . 


Getzt man allgeinein: 

=3 -j~ f ^ 1 

WO li eine positive gauze Zalil mit Einschlufi dor Null und « oiiion 


positivon ecliton Erucli Ijodcutet, so wild. 

ft 


(1) /o{*) = (-l) 


Jc J sin (0 y COB w 




1st £ < f, SO wil’d Jq positiv sein, wonu k gorado ifit, nnd nogativ, 

wonnT ungorado ist; oin ZoiclionwocliRol d. li. oino Nullatollo von 

kaiin uur ointi'oton, wonn € zwisclion | und 1 liogt. Dieses 

Intorvall lUCt sicli abor nocli verongorn. 

Setzt man ,, , , 

it 8 

^ T “" 

wo /< 1 ist, so wil’d: 

( 1-0 V 




sin (0 |/co8 0 ) 




-h 


' * • / I «' I \ 

"" i * l ! 

sin wl/cOB w 




( 1-0 


(1-0- 


(f') 


/*. /w e ' w \ 
t / sinwycosw 




t'ft 

' a ' 


/ *. / e ' tj : w \ 

COB w j/Hin w 


3 *‘ K "’ dfi ). 
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Lage dor NiillBtellwi von Jq. 


Jodes (liesor boiden lutegrale ist positiv; bezeicbnet man das 
or sic zxir Abktirzung mit q>, dns zweito mit so ist: 



(«) 


flin (1 ~ s’) Y sin (1 — s') | 

< J 


2.T5'j/cOS(l — s') Y 


am (1 — 8 ) • cos 


< 


y . s'jf 
Bin-^ 


Fornor ist: 




h'n 

~^r 


^ Max . (COB <0 l/fliii « (t '2 ) 


wo dor ini Nonnor stebondo Ausdrnck den grUfiton Wert der oin- 
gcldannnorton Fxmktion im lutervall von 0 bis — bedoutot. Dor 
nach w gonoininene Diftbrontialqnoticnt von cos w ]/ sin^ ist: 

(4 .-r — sin 2(o) ain a ~\- cos" w ^axlgdi , 

2 COB a y flin to ' 

or ist also positiv, sobald > j- isk Da dioso .Bodingung scbon 
flir dio orsto Nullstollo (iS > Itc) orfnllt ist, so niinmt dio obigo 

Fimktion im Intorvall 0 bis besUlndig zu und erroicht dom- 
nach an dor oboron Gronzo don grOliton Wort. Bs wird also: 
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V, Vei'lauf inul (ri’oOo dor Bosflolpclion Fuiikfcionon. 




0 ) 


flofilulot sich 


/. « 7r\ 

.1) 

e'tt 1 / . e'tt 

’ a r 2 


.1 . ' ^ 

Iff 


4 Hill'' 


e'tI 1 / . c'tt 
COB , 

.'I -l- f' 


ich IV ~ (jc 'j~ vnr oin<u’ Nu 11 hI:o 11 o you « 7 'o(.'«), 


so isl; 9? — 1/; positiv; liogi; a))or iiach omor .N'ullstollo, so ist 
(p — 1|^ iiogativ. Alls (Ion obon liovooliiioloii Worton oi'gibt sioli, 
tlaC ilieso Difforonz siclior uogativ iflfc, woiin: 


ist, Oder woini: 

( 8 ) 


I • S ® ^ • /. .. 

■1 flur „ Hin(i — (• ) • . oos 


(?os 


,i-> 

c n y.r 


«!> 


8ill(l —6') . O0»- 

« Hill* 


e' n 

O 


Ib’ttffc man diose TJngloiolilioit. an f i lira Hiobfcigkoit lilr so 

nimmt tlio roobto 8oito don Wort an: 


COH’ 


ootg 


10 


1 !Oh’ 


8 Bin* 


10 


Ig 


Ktg 
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Nim ist tg > “y , doiunacli wird dor .Hriicli kloinoi* als Pio 

Ungloichlioit a) > ^ ist abor ftlr dio orsto, also auoh Hlr alio 

folgondon .Nnllstollon orfflllt; folglioh orblllt man don Bat/,: 

Bio positivon roollon Nullstollon von liogon 

zwisolion (7(! •8)71: uiid (fc H- -J)?!:, wo h alio gan/./.aliligon 
Worto mit EinscUlufi dor Null durohlilivCt. 

■ Hioraiis ovkoimt man, daU dio Knrvo, dio jJ[p) dar.stollt und 
dio in Eig. 2 goxoiolinot ist, Uhnliolio Wollonform liositxon wird 



Die Wnrzolclisfcanz ist kleiner als jt. 
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wie Wahveiid aLor l)ei die Knotondistanz stets it be- 

tragt, ist sio bei variabel, und zwai’ kleiuer als it. 

Es sei, uni dies zii zoigen, ^ eiiie Wurzel 

YOU /o(®) /iJtc < a? < § dor Wert von ( — l)*«7<j(a;) 

positiv; ttborschvoitot a; den Wert so wird dieser Ausdruck 
nogativ. Wenn (•— wieder positiv ist, so ist die 

obigo Bebanptung riclitig. Kuu ist nacli (5) filr dieseu Wort 
von e' ; 


('•') 



") 

J1 


e'rt 



Kuii ist so fort orsiebtUeb, dal) das orsto Integral dor lotzton 
(■rleichung grilDor ist als; 


»'/r 

"a ’ 



RoliafUftl tl In,* l>U< ItimiiiOitolu'u l>'uitktli>iuii). 
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98 V, Vcrlaui' uiul CJrOiie dor BcRaolBchon Fuiililionon. 


iind das zweito klcinor als; 



0 

nnd dioso beidon Ausdrilclco aind iiacli (O) uiiiandor gloicli, Hoiuil; 
iflt (— -I* P«sitiv. 

Aus (8) siclib man, dafl t urn ao kloinor gowlUiU wordon 
kann, jo groOov ist; os wordon also dio lidlioron Niillsiollon 
i minor nllhor an (A'-j" J)^ horanrilokon , Jodoch so, dull dio 
Wnr/.oldinbronz stots kloincr als ir bloibl. 

Clenau dio ontsprocbondou llotrachtnugon lasson sich an dio 
aus 11. (5) folgondo Gloiehung; 


( 10 ) 




_i/” 

f ' 


i! 

eoa 


H"”) 

(0 j/cOH (I) 




ankniipfon, nnd man orhllll': 

Fttr sohr kloino positivo Worto dos Argunionta hat 3^0 (®) 
groflo positivo Worto nnd ninnnt ab; dio orsto Niillstollo liogt 

7,wisohon a’ — ” nnd a; = Dio Kurvo, dio dro(a;) daratollt, 

nimmt nnn oinon Ulinlicboii , wollonl'drinigoii VorlanC wio dio von 
t7o(a^)) nnd 7, war vorsolilingon sioli boido JCnrvon in Ulmliolior 
AVoise wio dio Binus- nnd Kosiniislinio und wio os in .If’ig. 2 zu 
orkonnon ist, Dio roollon positivon .Nnllstollon von 
liogon zwischon (/.•'1- -^)7C nnd (A; -|- wo k alio ganz- 
zahligon AVorto niit EinsohlnU dor Null durolililul’t. Dor 
Untorscliiod zwoior aufoinandorfolgondon Nullstollnn 
ist kloinor als tp, konvorgiort abor mit wnclisoiidom k 
gogon %, 

Ans 11. (4) nnd (b) lindot man f(lv don absoluton Wort 7i,, 
Yon sowolil als aucli von y,, dio Uiiglcichnng ; 



Lage der Nullstellen von Y^,. 
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’■ y 


Setzt man niin; 


2^+^ A-’; r COB*'"J 

nn{v~l) J 8m^‘' + ^ 




2x COtg « — Uy 


so geht dicse Ungleielmng ttl)or iu: 


CO 

n <■ ■■-- — . /e-“H *(4a;^ + u‘^)* ^ du. 

’ yn n{v - D 2’- ^ ^ 

0 

lat V < 'I', so ist dor Exponent des letzten Paktors iiegativ, es 
wird also sein Wert init wachsondom ii abnohmen iind fiir u = 0 
am grOflton soin; daher wird: 

00 

’ ynU{v~\yi^ ^x'^J 

0 

Das hior auftrotondo Integral ist nach 1. (28) gloicli — 

HO dafl man erhlllt: 

(11) i<,. <!/."„ (-i<v<+i). 


Hiovaus rdlgt, dull sowolil Jq als auch fiir positive recllo 
Wertc des Arguments zwischen don beidon Zweigeu dev schon iii 

22. orwilhnten Kurvo xif == verlaufoii. 

It 

24. Dio Punktionon tiud Yq fiir negative reello 
Worfco clos Arguments. Aus 2. (7) folgt: 

(1) tj^o( ' 5 

d. h. Jq bat fiir negative Worto des Arguments diosolbe GrGfie 
wio fiir positive; aus 12, (6a) folgt abor: 

(2) Y„i- ®) = ro(*) - 2(2* + 
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well boltanntHcli 

log (— a;) == log a: -[- log ( — 1) log ;»■ -[- ( 2/i' -}•• l) tt/ 
ist. 

Hioi'in tritt tUo gaozo '/ahl h juiI', woruus hor- 

vorgeht, dafJ l^o uiul oboiiso Y„ iiichfc (Miidoutigo, soiulcrii 
oino unendlicli violdouiigo I’linktion ist wctgi'ii dos Tjogaritliinus, 
dev darin anftritt. Mit demsollani Uotdito wio dii' bislior Ik'- 
tvaohtoto I’uniction Xo, die nU' positives roelle Werto voti x Holbst 
rocll war, hilUe man aiieh oino I’lndclloii wUldoii kibinoji, dio 
komploxo Wovte Wr poaitivo reollo Wortn von ;r (iniiiiinnt; iiiini- 
lich oino Funktion, dio von nnsoror Fnnklioii niii b(diol)ig(i gaiiz- 
zahligo Violfacho von d/./'o Kndi untovH(!lioidot. 

Dorjenigo Wort von dor luv positivi' roollo AVorln von ;v 
solbst rooll ist, lioifit dor llauptwnrt von F,,; von ibm alloiu ist 
bishor dio Rodo g(nvos(ni, iind auc.h sidltfO’ wird iinlnr 1',^ innnor 
dor Hauptwort dios»n’ Funlction ginuoiut. 

Yq{— x) nntorsoUoidot sic.b inudi (2) von doin ontaprotdnnnlon 
Worto fdr posilivos Argmiiont nni inn nngonido.s Violiaolii's von 
als oinlac.bston Wort diosor violdoutigi'ii l'’uuktioii kaiui 
man wllbloii: 

(8) r.e*)- 

wo untor dor Hauptwort zu vorstolion ist. Man orkonnt liionms, 
dafl fiir nogativo roollo Worto d(»s Ai'gtinnmls dio l''unktion T,, 
komplox wird uiid dall dor roollo iind iiiiagiiillro Hnslandl.oil naoli 
(3) in oinlaclistor Woiso ans don hbinktionon Y^^ und ,/„ «>rluill:t)n 
wird. Hur an don Nnllstollon von i/o(a!) wird dio Funktion 
ic) rooll j an donon von FoO*:) wird sio roin-iinagiiillr. Null- 
stollon bositzt yo(~ x) nioht, (la f/„ und niinuals gloioli/.oitig 
vorsohwindon. 

26. Dio Funktionon iind fllr roln-lniujjflnUro Worto 
dos Argumonta. Wio dor Vorlanl’ dor Funlitionon nud 

fttr roin-imaginllro AVorto dos ArguincniH vdllig vor.scliiodttn ist 
von dom filr roollo Argiunonto, so aiuih Inti do)i FmiUlioiiun 
und y^). 

Zunliclist orkonnt man aus dor DofiniLionsgloioliung 2. (7): 



f(ir rein-imaginsire Argunieute. 
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daB eiue positive rellee Grofle ist, die mit wachsen- 

dem X wllchst. 

Alls 6, (13) folgt: 

AO') " ~ 

„ 1 . 

TT 

Alls dieseu Intogralen orgibt sich leicht; 

AO*) 

d.h. init waclisendom x uinimtJQ (?-!«) lUinlich wio die Exponential- 
tiinlctioii zii. 

Zwisclion iiiid den Eiinktioiion mit reollom Argument 

bestolion oiiiigo llolationen. Aiis 21. (l) folgt fttr y = i nnd 

(fi) ^C*') nx 

0 

imd aiis 21. (5 a): 

cc 

14 ) ./„(*) = •/„(*) + 1 ,- 1 ). 

;. = i 

Sind die Wevto dor Fnnktionon /g; bokaimt, so kanii man mit 
der lot-Kten Fomel die Funktion fttr nioht zu groBo Worte 

von X zionilieli borpioin boreohnon, wenn 

.F(A, - A, 1, 

bokannt ist. 

Fiir dioso /jalilon gilt die Hokiirsionsforniel; 

A - 1) (A + 1) ft;. - 4 Cl A-- 1) ft; — (A - 1) (2 A + 1) ft;_i . 

Dio Woitcj liii* A I bis 10 sind in folgendor Tabello zu- 
saramongostolH: 





.1- i 
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^ ! "a 
: i 2 

2 H 

a ;iH 

4 li)2 

T) 10(12 

() 

7 2HHL.I 

8 l7i7I.H4 

\) j 

;10 ' <1780008 



Hionius oi’koimt man, tUli dio BasHolmdiit Fiuiktion /.wni(:or 
Arfc, abgosolion von dom (--()-laclion dor HoHaolsoluMi Kiuilclioii 
orator Art, anch oiuo roollo (4riKio ist. Nach 10. ( 7 a) kann inan(r)) 
solu’oibon : 


CO 

(6) 4W-I- ^2/ ''-'"(“O. 


wonn man aot'/.t; 


03 bodoutot danu poaitivo QrblJo. 

Das Integral, das in 11, ftlr .ir,. gofundon wnrdo, kann fOr 
roin'iinagiulli’o Worto dcs Argmnonta niobt bonut/.t wordon, da oh 



fiiv rom-imagiuare Argumente. 
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nur untei* dei’ Yoraiissetzuug gilt, tlall X einen positiveu I’eelleu 
Bestaiidteil hat. Aber cler Weg, dor in 10. zu dieseii Eormeln 
ftihrte, wird auch hior eine Integralformel ftir liefern. 

Doi’t hatte man gefunden, dafi das Integi’al 

(7) ?/ =- a;'- e+ ' ^ / (?’ — ^ ^ e± dv 

oiuc Ldsnng dor Bosselschen Difterentialgleichung ist, wemi die 
Gronxen des Integrals Null, Eins odor oiue Nullstelle von 
sind. Ist mill x nuf dor positiveu Hlllfto dor iniaginllreu Aclise 
gologon, so kanu als Gronxe + oo gewiihlt werdon, je nach dom 
Vor/oichou von ix. Man orhlllt so fill* r==0 die Losuiigeu; 
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00 “ 




dll 


Fornei’ isfe: 


f " dn + / c“"' ( . ^ ^ ) dn 

0 » 


Durcli Addition (‘vliillt man: 


[1C 

tey^-V log A’ j j 


uin H - 1) I 


d i( 


.'\j 


1 




1 



Setzt nmu nun x ~~ 0, so wird das <u'Hto Integra] roclitH nfudi 
oiiior l''orniol von Diriclilot'^) ttluM’gohon in U^(G), das '/.woilio abo» 
wivd log 2. Bonn os ist: 


a 

log (^1 -h )/ 1 — -J,) 


log u 


Lillit man liiorin a ins Unoiullicho waohson, ho orhillt man doi 
angogobonoij 'Wort. Also vvird 

lira(j// 2 -[-log;r){,^.^ 0 )'=^^^- log 2, 

Oder os nllbort sicli wenn ;c Vi'rHiOiwiinlot, dion Worto 

U/(0)™log 


‘) Sur IcB integrak‘8 KnU^iennow, Crollo Jmirn., Ud. If). 



lilin Integral fiir Yf^{ix). 
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Das iillgomoino Integral tlor Bosaolscheu Difforentialgleiclmng 
nllliort sicli abor nacb (l) nntl (b) dera Werto: 

,4 + .l(.ir(0)_log 

also ist i ■ »/« diisjonigcj Integral, wofih- 

7C 


H 


und A. = /7? = I 


. 7C 


ist, d. b. 

odor; 

(H) 


OJ 

Jrj i/««— 1 ^ 

I ^ 


CO 


Bozciicliin't nwin don roollon Bostandtoil von ro('^) ■^o(^’)i 

HO bat man aus (b), (0) und (8) die Bc/icbungon: 


o»: 


./.o(.r) 






X 


o r a r e"®"' 

" / (hi-- ^ 

IT,/ i/jj* — 1 tJ yn-]~u 


ilu , 


s' 0 

Aus dor lot/.ton Oloiobung orkonnt man, daJl Zoix) slots posi* 
tiv ist; fUbrt man,,iin lot/.ton Intogral 2ux nls nouo Tntogrations- 
variablo oin, so iindet man: 


;d>) 


•|/2 

.A,f{aO - e-^- 

Ttyx 



tr'* (hi 


imd llllit man if unbogren/t wacbson, so folgt; 
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Wtthrend also Tq{x) mit wachsondoin x xiiihogroiizt wadist, wird 

mit unbogrenzt wacbsnndom x gogon Null koiivorgioi’on. Es bo- 
ginnt Ijq{x) filr x =•- 0 mit iiiiondlich grolion Wortoii uud nimmt 
besUlndig ab, iiiid zwai* ist stots 

Es soi noch orwllhiit, dalJ iius (10) aicb oino iitiob ruUoiulon 
Potoiizon von x fortschroitoudo, somikonvorgonlo Itoilu) iibloitoii 
lU6t; man findot llbnlioli wio in 14.: 

bricht man dioso Koiho boini »-t(m (Jliodo ul», .so i.st dor Folilor 
kloinor, als dfts (« H- l)-to (lliod soin wdrdo. 

20. Die Punktionon »/<, unci 1 '',, fttr Wlllilt 

man x aiii‘dor Halbioningslinio do.s Winkols dor positivon isioUon und 
imnginllron Acbso, sot'/t man also ;» y ^coh i sin ^ ^ y j/^, 
so orgibt si oil aus 2. (7): 

(1) (a yi ) “ Jc- 1)' „.;i , (- 1)' ,f (., A 1“ ) J f (., X + ,)■ 

Es wil’d also in diosoin Eallo oino komploxo /juIiI, doroii 
boido Bostandtoilo au.s (l) sicb loioht boroolmon lasaon, sobald y 
niolit zn groflo Worto anninimt. 

Aus 12, (6 a) Iblgt: 

(<^o(<;y') (•%' o + 1 luff') 

Zj ' '■> ' I' 


( 2 ) 



107 


lloihon filr /oCpVO l^n(oyO‘ 


hioraus erliUlfc man lur (Inn Hauptwort von dnrch Treunung 
d( 3 S Itflollon voni [muginllrnn ; 


lojjl’- »j/C2n 
“ « / n \ . u. 


I) 


v.<.i';-)--;|2(-y‘ "iinsFO 


.L ^ Vr-jy - SjI 


(•0 


~ ’Z'Vai-PD—lof- 

yj / „iy 1 

^ r/( 2 X + 1 ) Jf(‘ 2 ?.-h 1 ) 2 j 

0 


^ y(^iY XI 

’ I ViXWiX 


AnP ilhiilidinm W()go win In 25. Insson sicjli iiuoli liior rnte- 
gralo nudnn I'llr Ixudo Kunktionon. JOa iat: 


(’0 


/» •hSf.uo 

^ .V 

0 * 


(Iv 


nine Ijilsung dor B os.s olsidnm Didoroiitialgloichung fllr p = 0, wenn 
dor Integra Pi oils wog fi\r p so gowllhlt wird, dafi im Uuend- 

liohon vorsidiwindofc. Tst nun 


iV (> ((JOS 'O’ ~\- i sill-0), 

so wil’d (Hosor /iwnolc orroieht, wonn man oinfUlirt: 

(5) p ^ ^ ^)j 

woboi 11 sllmfcliclio positive roollo Worto 7.u durclilaufon hat. Wllhlt 
man in (4) und (5) /.uulloh.Ht das oboro Zoiclien, so Imdet man: 
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Setzt man mm: 


coh(« — - 0 ^) 


so wil’d; 


sin -O’ -f u cos 2 ■{> 


dn = 


cofl-y- 

Bill'CO 


— ^ — 1^)(2 COS®!)’ — l) } 

J 

= -V- { 2 cos®!)' • cos(m — !>) • - co.s!> oosw 1 

HIH fil ' ' f 


Bin ro 

coa!) 
sin ro 


{ cos« coh(m - ■ 2 !!) — cosfi) } 


cos!) c;08((d — y!!) 
ail) (i) 


foriiGr; 

nnd: 


cos !> « sin 2 


{?() 8 !) ain (w — '2 !)■) 


am (0 


^)- Uhj) ^1— i‘> ciilK ID — 


Fiihrt innn in (loin Knkloi' vor doni Infcogral x ((i, !>) oin, so 
flndot man: 


•t- ,•! 


=3 




/'Vc 

fl />) / 

f' 


*■)/ COB !)• I C08 ' *^1“ ^ 2 I 

sin wl/coH(fo “-!)•) 


X (sin {)• + i cos !>) (ho 


t.'/ 


g - ((( Bln v") + ( (• 


CUK.'l) / 

f ^ 


"(flin " 4 m!ob 

ainto 1/008(10 — !)■) 


tUo 


odor, wcnn man don roollon Toil q cos !> dor komiiloxon iJalil x 
znr AliktlrzAtiig mit g liezoiclinet, so wird; 


lutograle ftlv koniplexi.! Argiuuente. 109 


-t- a 


( 7 ) — 


Vn ^£ 4 - -|- *cos(^-l- 


aiiiw 1/008(0) — 


0 - 2 S'=o<P('''rfo). 


Alinlich orgibt sich boi Wjihl do.s niitorox\ Zoichens nus (4) 
und (b): 

00 

/ „> ' ,■ - / * (aiii i)' -|- ? CO 8 1 )) r~ ^ <l u 

f / |/n i/u COB 2 -O' — 8111 -O' — iiu 8111 SJ -O' 4- 


|/n |/h cob — sill -O' — 1 (« 

V 

mill woiin nmii dio Substitution: 

CDS (a 4- O') 

)i ==» 

8111 10 

iiustiUu't: 


4 cos 


(<)) ?/jj == 


:/ 




sillf.) l/c 08 (£-) + ‘0’) 




Ks ist nioht solnver, dioso li’oi'ineln auf boliobigc Worte voii u 
■/u onvoitorn. 

Auf Uliiilioliom Wogo win in 12, IlUit sicb zeigou, daB dio 
Clrcn/.worto fdv oiii unbogron/t wacbsondoa q lautou; 


2/1 {00) ==■ { «'s (rti - - J) ™ « siu [x - ) , 

?/9 ( 00 ) “ { 00 s [x - ~|-) d- i sin (.-K- I-) ) • 

Vorgloioht man liiormit dio Groii'/.worto in 12. (l) und (2), so 
iindot man: 
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Also folgt axis (7) uiid (9): 


j/cofl'9’ J SI 


*in(6+“) 


sill 10 ■)/ coH (m — ■ 0 ^) 






•f 

f / 




sin « 'f/coH (ft) -}- #) 




+ i . 

/ 

1 *' 




sin 10 '}/ cos (w — '0') 




HilU<)]/cOH{w-|-'y-) 


0”“^ iIm 




j/cos# 


'* J‘’“(«+y) 

Hill (0 {/cos (w — i') 


cr fitfo 




8ill(0l/cOH(W~)-‘i[i) 




Eili Tntegial fiir 


Ill 


( 11 ) 


/ / 

J 


sill 


yh^) 


sill to y COB (to — ■0-) 


(J- 2 ^ rfw 


_ ,A tK !) 


'[ "'" («+ 2) 

Hill to ■[/ COH (to -j- ■0) 


dia 


Um auf uiisoroii spo'/iiollon Fall 7,11 konimoii, hat man hioiin 

7 t 

zu Kotzon 1111(1 orlWllt; 

4 


•J 

_ j>_ r sin 

^.\/i J„{n]/l) - 

t ' sin to y COB (to j-j 


C"('F 2 co‘B'" diH 


♦y fllll fil 1/ I'OH 


|/™“("+f) 




(12) 


Dn- 

'T 


+ i 


^ /• co.(A + |) 


„JL / 

. / - 

sin (0 


|/“(“-fj 

/T 

yc„,(„+.|.) 




c-t'V'acotgw^^^^l 


Bin ft) 

0 
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Dio ill don Integraiideu diesor Formeln auftveteudenFuuktioiiou 
siud sttratlicli positiv mit Ausnahme der boiden Funktioneii 

Alinlich wie in 23. Lassen sich mitUiu Schliisse liber das Vor- 
zoichcn wonigstons der I’oellen Bestandteile diesei* beideii Funk- 

tioneu Kiebcn. 1st udmlicii = Integial 

ya 

mit don Grenzen 0 und ^ , welches iin Zdblei’ die Funktiou Sinus 

entliiilt, positiv; und ist § ^ zc, so ist das entsprechende Inte- 
gral mit den Grenzen 0 und positiv. Dahor ist der reelle 
Bestandtoil von positiv, sobald | ^ ist. Man libei- 



Abhilngigkeit der NulUteUen vom Index. 
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sioht sehr leicht, claB dieser Satz sieli voraUgemeiuern liiBt. Ist 
nlliialicli , , 

g = A’jr + § 1 

wo li eine positive ganzo Zalil mit EinschluB dor Null und 
ist, so ist der reelle Bestandteil von 
tiv^odoriiegativ, je uachdem/i- gorado oder uugerade ist. Zwischen 
und ^ = (/t + l) 7 t liegt allemal eiiie NuUstelle 

des reollen Bestandteils von /o(9yO- • 

Ehonso ergibt sich: Ist jr, so ist der reelle Bestaiid- 

teil von positiv; ist 



wo /■• und g densolben Bcdingungon wie obcii genUgou, so ist 
dor roello Bestandteil von ro(ryD ^icgativ odor positiv je uacli- 
dom /.• gerade odor ungorado ist. Zwischen 5 =- + 

jr. liegt allemal cine NuUstelle des reollen Bo- 

standteils von Vo(()yO- , „ 1 n ^ i xin. 

Aus (9) crkennt inan, dali innorbalb dor Grenzen dor Inte- 
gration kloiner ist als somit sioht man, dal so- 

wolil dor reollo als der inmgiiUlre Bestandteil von ij^ dem absoluten 
Betragc nacb kloiner ist als 






Bin fo y cos (o) ^ 




unit man Inerin s unbogronzt wacbsen, so konvergiert dieser Ans- 
dnick gogen Null. Somit findot man, dall aUgomoni das Integial 

A • t/a = { '^0(91 ^ '^) 1 

•mit wacbsondoni () gogen Null konvergiert. 

27. Bio NiUletollon dor Bossoleohon Eunktionon in ihror 
AbliUngigkoit vom Paramotor. In don folgondon Nummorn 
soil dor Verlauf dor Eunktionon mit behobigom 1 arametoi ft i 
reollo positive Worto dor Variablen skmiort worden; man wird 
oin oinigorraalioii vollstlliidiges fiild vom Vorlaule . dersolben cr- 
a 0 h a f li 0 i t U m , nio noBditlflohou l-'unktionoii. 8 



314 Yoi’lauf uinl (iriifid dm* UoHBolschi'ii KunktioiHm. 


liiiltou, weini man diolaigci iliror Niillstellon, ilir(>i’>ruxiinu, Minima 
und ilu'or Woiulopunlfto koiinl.. Allgomniiio BiU./.o ttbar dio gomuia 
Ijage diosor Punkto oxisliimxMi niclii., imd man mulA sich liogniigmi, 
iiielit '/,u woito Grtm/.fMi I'dr d(!r(m Lagn /,\i nrmil.lnlii nml v.n untor- 
f5uch(m, wie dioso Pmiktti sich vm-scljiolK'n, wmm dor Punimotor 
sich vorlliidort., 

Dioscr lotKt(3 Punlct soil /aiidiclist ins Augo g<'faMt wordon. 

Duvch IJillbrontiation dor Gloic.lnmg 5. (8) natdi dcin Ihira- 
inotcr V orgibt sich; 



i'®“'--.lW;^ 'ir 

dx- \fv) V 


MnUi|dizioi't man dioso 

/) 

( lloichung mit 5. (8) mit und 

siibtrnhicrl dioso Clloichung 

von dor orston, so lindot man: 

d* /t>£\ 

'dz d^z 5ij> y 

^'dx* \d'v} 

dv dx* .r* " 

Oiler; 


d I d /a z 

\ dz dz) 2r 2 

dxr dx\¥i' 

7 0i< ■ da;'l "" 


Pttr * kann man naoh 6. (9) einsoteeii: 


so daB man bei Tloniitznng dor Abkttmmg; 


crhillt: 




(»dor : 


folglioh durch Integration: 
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Jede Kullstolle wachst mit dein Index. 


Die entsprechende Gleiclinug gilt aiicli Mr die Punktion zweiter 
Art; die Grenzen ft und h kbnnen beliebig gowllhlt werden, je- 
docb darf die Zahl Null nur als Grenze gewiihlt werden boi Funk- 
tiouen erster Art und wenu > 0 ist. Anf diesen Fall wollen 
wir nns bier bescbrftnken. 

Es sei ft = 0 und b = ■O', wo & eine Wurzel der Gleicbung 


( 2 ) = 0 

bedentet; dann I'olgt aus (l): 

,9 

(3) = - >-7^^ j T • 

0 

Man kann nun in (2) die Grofic als eine iraplizite Funk- 
tion von v botrachton; uacb bekannten Regeln wird alsdaun: 


( 4 ) 


(iv 




pnd setzt man aus (3) in 


(M 


dfi- __ 2i» 
(iv ~ O 


(4) ein : 

0 



0 


Aus 13. {3), (4) und (5) crkennt man sofort, daC »/,, und 
nicht zugleicb verscbwinden kttnnon, ebonsoweuig wie und 

J ■, odor und t'/oX 

Daber ist die im Nenner von (6) auftretende GrilJlo 

stets von Null versebiodon, solbst also stets endlicb und, wie 

(iv 


man sofort orkennt, immor positiv d. b. 

Jodo GinzelnoNuUstelledcrBessclsoben Funktionen 

erster Art mit positivom Parameter ist eine stetigo 
Fnnktion dos Parameters, die mit wacbsondom Para- 
meter wllcbst. A J. 1 I 

Dorsolbo Satz gilt aucb Mr die Funktionen zweitor Art, docu 

ist sein Beweis erheblicb scbwiorigor. 

Bozoicbuot e oino Wurzel von J, {e)^0, so folgt aus (1) 
nacb dersolben Metbode 



8 
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Nun folgfc aiis (llaiolumg 17. (liI2ii), ilaB e gWilior Hoiii inuU als a, 
doini sonst wlli'do (loi'on ri'olito Bento nogativ, dice Unlco alnir positiv 
sein. Bailor tblgl; ans (6): 

Dio Maxima uiul M inima dor Bossolsohon b'luiktiouon 


oi’stor Art mik jio.sikivoiu I’araimitor siud stokigo Kiink- 
kioiuni deis Paraniotor.s, die^ mik waolisondom I'aramotor 
waohson. 

28. Dio Lago dor orston aiiBKOKOiohnoton SkoUon. Wmiii 
dor Paraiiinkor a < 1 i.Hk, kanu man dio ungofllliro hago dor 
oin/olnon Nullatedlon aul' eleunsollioii Wage liiidon, dor in 23. I’Ur 
•^o(^) oingo.solilagon wnrdo. Aus dom Inkogral 11, (-1) I'olgt: 

Isk 1 ' < 4', so liogoii dio oiir/olnon N nllakollon von 
/.wisohon (A' d- ;j')7r und (A- -I- 1)?^, wo A* iilB' ganz- 
zaliligon Worko mik I'Unsohluli dor Niili annolime'n kaiin. 

Dio im NuDinmkto gologomi Mullstollo ink him* wio im Iblgon- 
don nlo mikgoroedmok. 

Isfc 1 0 > 1;, so liogon dio esinzolnon Nullakollon 

von '/‘Wisolion A‘jc und (A; ”[■ i)wj 

zahligoii Worko mik AushoIiIuC dor Null annohmon kann, 

Sololift oinl'aohon Blltzo illior alio Nidlstollon golkon I'ilr grdlloro 
Paramokor, die nun aussoliliodlicli liokraolitok wordon sollon, niolik. 

Bok'/.k man: 





jn!f(v H- X) 




so • Iblgt: 

«^(-l __ x'‘ 


diosor Qnokionk isk lilr Ji'don Work vou A oin otdd.ov Dnioli, so- 
bald a; < '2 ]/o -[• 1 isk. Pilr sololui Worko v<ni .a: isk daln'r 
aiolior posikiv; aliidioli orgil»k .sirli, dali >fy{x) und I’dr 

kloino posikivo Wcu'l.o von a; ohon lulls posiliv sind. Ks wird 

dmnnaoli vor dor orskon Nullskollo von oin posilivor Maximal- 
wort und davor oin Woiulopimkl. ilittsor Punktion litigeni. Naoli 
don boidon in 27, bnwioHonoii Bllkznn sind an diusom (Wslon Woudo- 
punkk niohk nur i/,. imd Jj posiliv, sonilorn amdi 
wo p oino jiosikivo Zahl bodeaikok. 

Ans don l{ola(.iom)n in 4, lusson sioh loiolik rolgondo Formoln 
bowoison; 
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= „(„= _ 1 - *«)/.. - x^v + i)J". 

Nach der ebon gcmachten Bcmerkimg ergibt sich aus diesen 

(lleicluingen, ■weun man J'’ — 0 sotzt; 

Die crste Nullstelle von liegt zwischen ]/v(v — l) 

iind l/(t/ -f- i) (r — l). 

Ebenso tblgt aus den Hauptfonncln in 4,: 

a === [2 -hi — </■,,— 2a;(v -h l)J\! 

uud lueraus durcb Differentiation rait Riicltsicht auf 2. (1): 

a:®r/;^3 = 2(i; -h 1) + 2)] J",. 

— X — 2 (i/ -h 1) (i' + 2)’J 

Aus diesen beiden Glcichnngen folgt; _ 

Die crsto Nullstelle von liegt zwiscbon ■|/v(v4'2) 

und 1/2 >'(»> -h 1 ) . 

Aus 4. (6) folgt, weun man "I" Stolle von 

V setzt: 

a ’®/,. .1 = 4 (v + 2) { 2 ( 1 ^ -1- 1) (»^ -h ••5) — + 1 

An der ersten Nullstelle von J,. muli die orsto gescliwoifte 
Klammer positiv soiii; da terner dioso Nullstelle naoli der ersten 

von J'. liegt, so folgt: 

Die orsto Nullstelle von 7,. Uogt zwiscbon yv{v^ 

un d ]/2 (y Hh i) O'* ^ '0 • r IT • ^ 

20. Dio Lngo dor libhoren NnllBtollon von J^.. Es 1 st 

bishor niclit goliuigon, llhnliclio oinfacbe Gronzeii fOr die zweito 
und dio iillebstfolgonden Nullstcllon fiir grbeorc Werio dos Para- 
meters V anzugobon; fttr die Lago dor hyiieren Nullstollen dagegon 
Insson sich ■/ionilich engo Gronzen angobon, und zwar init Hilfo 
dor somilconvergenton Entwioldungoii in 14. 

Es met sich nflmlich zoigon, daC die dort mit P,, und bo- 
zeichiioton Funhfcionen stots positiv sind, sobald das Arguinont X 
eine bostimmto Grtifio ilhevsehroitot. Schroibt man: 
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in dor form: 

K ^ («o “ «i) -I- («3 “ ^a) H- (^'i «r,) -i- . . . , 

so wird .l\. imsitiv soin, wonn jodo Onippo poslUv iol}, also wniiu 
dor Quotiouli kloinov als 1. ist-, ’/uiiilohst ahi^n'stdiou vom Kosi; 


j Ks ist iibor inich Id. (8): 


- i -t- •l)*l ^ -(' '}) ' I 


und spozloll: 


1) (2;. y) 

0-’ ;l) (■»''--?) 

H;r‘^ 


Alls dioson Gloioliuugoii siolit man, dali, wonti ^- <1 ist, dor 

«o 

Brucli '< 1 soin wird, .sobald dio Faktoron im /iiihlor positiv 

sind und auoh siclior dann nooh, wonn niir dor orsto, abor iiiolil; 
mobr dor zwode Faktov positiv ist, d. h. wonn: 

ist. Wonn alio (Tliodor dor lioiho (l) abwoohsolndos Vorzcioliou 
habon, und wonn man vom Kosto absoUon dlh-ito, wllro /‘. positiv, 
sobald: . i > 


( 2 ) 




ist. Dio orsto Dodingnng Itann man .stots orfiillon; donn miob 
14, (Oa) muO idr don Indo.'c dos lotztoii CHiodo.s n,,, dio Dodiiigimg 
orfiillt soin: 


i)i 


Dio orsto ganzo iinlil, dio grdib?r ist als • i.st Icloinor als 

j a 

■>' I / j j. 5 

‘i T uronzvvort, dali ^ .solli.st oiim ganzo Zahl 

ist, knnn abgo.solion wordon, woil ilann dio iliuho (.1) von solbst 
abbricht), Dabor Icann man m slots so vvllhbm, dali: 
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ist. Bei solclier Wahl von m foigt nus 14. (6), dafi samtliohe 
Glieder vou altei‘nierendes Vorzeichen haheu, iiud daB 


IK+l^ <Um!» 

sobald flj dor ohigeu Ungleichung geinllB gewiihlt wird. 
1st nwn m gerade, so ist a positiv uud daher 




Ml+t 


aucli positiv, also ist in diosom Fall P^. positiv. Ist aber m un- 
gcrado, so liat man vm untersucbcn, ob 


' m - 1 




m 4“! 


positiv ist. Dies ist siclier der Fall, wenn 


positiv ist, und os soil daher diose Difforouz ins Auge gefaUt 
wordon. Vorstobt inan iiiitor £ einen positiveu echton Bruch, so 
hat man nach (3) zu setzen; 


V 

2 


1 

i' 


■)}i + e 


odor 



= 2?» 2£ . 


Aus 14, (O) foigt alsdann; 


^ _ J/(tw 4- 2i! “ 2) / 1 \a»'*-2 

'm - 1 ^ “ ] j(2 m ™ 2) ri {2 8'4 2) V2~'r/ 

^ 2 J7(d w-1- 2 b) / I y"' 

’/I2w1Z26 \ix) 


4 2 8 — 2) 


{ 2?H(2>n — l)4aj^ 


- 2 (4?» 4 90 (4w 4 2£ - 1) (2e 4 2) (2f 4 1) } . 


FUhrt man in. dor gosolnvoifton Klammor fttr a; den ldoinsl> 
inbgli(!hfin Wort dundi dio Gloichung; 

HajS ==< (v® — .|) "" *1) 

(2 m 4 9 e ~ i) (9 m -I- 2 0 (2«? 4 2£ 4 l) (2 «i 4 2 « 4 2) 
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oil! und sotzt hn Jlimioiuloii f frloioli 0 mid liu Huldrnliojidon e 
gioicli I, so liiulot limn ids Hiulingiing dnfilr, diiB dio DiJlbrni/ 
positiv ist: 

«r( 2 w - + I) 1 ) > JO ,■) I j 

Dios ist siclior dor Full, woiiii; 


w<“(2m — I)“ > -IH , 

mul dieso U»/.loiolilmit is(; CHr m ... d solioii ,>rDlIli; da 
gorado orto von ni in DoU'aohl. lioniiiion, so is(, alloia dor Fall 
aiisgosolilosson, d. Ii. dio Farumolor a vmi 2‘ Ids .1 1 
lalloii niolit imtor dioso Dolraolil.iiii*'. " " 

„,ll 'lio liim- fllKu.KaM,(on vvo,-,|,m, 

• oil, Inin , (InU dw lolgniiilnn HrindiniHsn luii'li nir dinsn I'nnniudni' 
Uoltmi,. bn Imlt,,,,. Ilinninndi i«l. nun KazniKt, <luM pnaiiJv iai, 
soliald dm Hodiii;<ung (2) iirnilll; isL • • i 

Fijlirl; man diosolhoii Ol.orl 0^1111 /.pm litr V, diiroli, ho lindnl. 
man, dalJ positiv ist, soliuld 


("’-I) (■--“), 

und dinsn llodinKiin^. i»|, .skdinr m-lilllt, aninild (a I ni-mui, ini. 

.H«r;i‘;:':,r(a);n'i\ir?n^^ 

Alls diosom Salzo mid doii (lloiolimigon Id. (2) myihi, 
dufi I'ilr soloho Worto von .r, woldr sin fa; 

/ 2 a — J \ ' f 

«0S ^ ^ gioioin, Vorzoiolion Imlnm, oino Nidlstollo von 

Jy niclit oxistiorfc, snndorn iinr dir hoIoIhi Worto, n-omr l.oido 

Innktionon o,ilg,,gongosot/.t(is /oiolion l.alion. Dios (ritl oi,, 
m das Argunmut dor fcrigonomolriHoliou Fiinktionon zwisolioii 
* + 1) , mul {U -h 2) .: liogt, worin /.• oino ImJioldgo gnn/o 

- 

«*=>(, A' -..-1 

«UoI.‘vt’ in <lu.. Intnv- 
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*■= (a/fc + + i) 3^ * _ 

woriji le oijio Ixilioliigo positivo gaiizo Zalil liodoutet 

1 -a "m n’f n *' S'"™ so liogen dio 

lidhoion NullstGlUin m don Intervallou zwischen + 4-W und 

(/.• _+ f ) nr ; isi . oino iingomdo gauze Zald in dou Intervallen 
zwiHclioii (/.; — Dti; rind {k -}- Djt. 

Ebonso lindiil; nuiii: 

S<»l)ald dio Bodingnng 

8*3 > („3 _ .j) („> _ J) 

ornillt, iat, lidgoii dio Nullstolloii vrln T in don Inter- 
vail on von 

,r-( 2 /i-|-,.- J)” „„d 

worhi k oino lioliobige poKitivo gnnzo Zalil bodoutot. 

.hi MU fil»’Ziolluji u oino gorudo ganzo Zalil, so liogon dio 
Uolioron NiilIsLillon in don Jntorvalloii von (/p--4)jc bis (/r+ DTr' 
iHl V oino ungomdo ganzo ZabI in don Intorvallon von (/tf+Yw’ 
bis (/,: |)jr. '> ' ‘* 3 ' 

Aus dii^son Mrgobnisson in Vorbindinig init denon dor letzten 
Nruninor orlonint man, dab din Uostalt dor Kurvo, welclio die 
iMinktion <lars(;oll|-,, filr grdlioro Worto dos Parainotors wesont- 
Indi andoi'S aussiolil, als I’dr Idoinn Wor(;o. In Fig. d ist die 
Kurvo nir Xj gozoic.lmot:.. Fs bositzl, nllinlioh dio Knrvo nicht von 
Anliing an dio WollonlVn'in, sondorn sin stoigfc znorst ganz all- 
nilllilioli zii oinoni Ma.xinnnn an, das bald nach dor Sicllo x = 1 / 
oiniril;!., dann orsl. ninniii; sin Wollonforni an, doron Knotenpnnkto 
!dr grdIJoro Worlo dos ArgumoM(.8 in Alistllndon aufoinandor folgoii 
<lio sioh dor (Ironzo tp nilhorn, ' 

Ihib aiilJor dioHon rocllon Nullstollon dio Fuiiktioii koine 
konudoxon bosilzl,, orkonnt; man Colgondormalion. Sotzl; man 
X (y, d) in a, (7) oin, .ho (indot man: 

/ ( J ) (c*>« ‘4 1 -O' H- <■ Hi I] 2 i 0 -) 

” > (“- 1)^ ^ ^ 


{-0 


.1:' 


in A)' 


nud mdzl, man don konjugiorton komploxoii Wort (y , ~ {>) oin, 
soorldiUnian sl att (IJ don konjugiorton Icomploxon Wort. Exiatiorfc 
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diihor oiiio komploxo Nnllstidlo n von ho ist iiiKsh dor ?m « 
koiijugierto Wort oino Nullstollo vtm Muliipliziorji nmn 
diosp Zalilon « und (i luit dorsolliou positivoii /iiihl if, so Idoibon 
aio konjugiorto Zaldoii, iind diis Produkt ist oino 

positive roollo /iihl, vvoil os diis J’rodukt zwoior tcuiijiigiortou 
koinploxoii y^ahlon ist. 

Wtirdoii nun n und f) oin L‘aar konjugiortor komploxor Niill- 
stcllon von soin, .so wllrdo die linko Soiti' von 17. (*2,1 a) von 
Null vGv.schiodou .soin, wiliirond dio nudito Null ist; danius I’olgl;: 

Bio Punktion Ijositzt koino komploxon Nnfl- 

stollon. 

Dio Gloioluiiig 17. (ID) knnn man soliroibon: 


OO 



lat nun .r>i<]/2, so sind sIlnilli(slio vior .Siminmndon dor go- 
schwoift(3n Klainmor po.sitiv; da dio linko Soito rilr >> > aiioli 
positiv ist, so mull .soin: 



Da diesolbo Intogralgloioluing t’ilr 1’’^, gilt, so orldlll. niaii: 

Ist x'^v |/’J luiil I' -.i', so ist so Wall I 

alHuuob in!<|A‘,‘ 

Bodoutot X in 17,(111) (iino Nullstollo von/ , so gobt dio (Ibdolmiig 
ilbor in: 



Ist / («)=-(), so ist sowolil alH auob 

und ist ist so wo hi !;r,_,|, 

I al.s ail eh )’ '< |/ “ . 

f It IV 
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Mit Hilfe dieses Satzos folgt nun aus 13. (3) Oder (4): 

1st J^,{x) = 0, so ist j F,. I ^vi^) ^ 

soist|,7,.|>]/A. 

Aus diesou letztoii Siitzen sieht man, daO die Kurven, die 
uiid F,, ftir positive reolle Worfce von a;> v’|/2 darstellen, 
zwiscliou don zwei iiu Unondliclien ziisammentroffendeii, gegen die 

Abszissonachso synimotrisclien Zweigen der Kurve — — ver- 

2 

laufon; dab dagogcn die entsprecUenden Zweige von ccy^ — — 

an bestiinmton Slelleu, wio groB auch das Argument werden mag, 
uborscbritton werden, wie dies in Fig. 3 zu erkennen ist. 

Dio Funktionen J und’ F, dereu Parameter kleinor als siud, 

2 

vcrlanFon zwischon don Zweigen der Kurve xy^ , obnesiezu 
troffon; jodo Welle der Funktionen und F^berilbrt dioseZweige, 

und jodo Welle der Funktionon mit grdfierciu Parameter durch- 
.sohnoidot sie. 


All hang. 

30. Ziisammenatellung dor wiehtigsten Formoln, Das 
allgomoiue Integral dor Besselsohen Differentialgleichuug: 

2 . ( 1 ) .->•* 
laiitot: 


11. (6) 

2/ = 

+ C3F,,. 

4. 0) 

2 j; 

- 1 + 1 

4. (la) 


-J,. 

4.(2) 

11 


8. (!i) 


(- 


Dio naraliohon vier Formoln golton Mr die Punktiou F. 
12. (4) F,(a;) = “ cotg rTrJ-.Xa;). 
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Anlinii/f 




■ 

12. (4 a) 

■I'h-jC’O ‘ 






13. (a) 


YyJl 

- Jy 7 ; ^ 





13. (-I) 



■■ 

JTi*? 






(-..-I, A /.,;y 





2. (7) 


0 

<■' f 

.,.a 






r; 

" tJ' //;• 1 ' a . 

(2 I' -1-2)" 

L '*• 

' 2-4-(2 r'f2 


-(..1) 

!• 

2. (7a) 



2 ■ 4 • 2 • ■! 

' 2 . .1 . (1 . 2 

•‘1 • 

,.+■ 


2. (7li) 


2 1 2 . 4 . 


1 • « 2 • ■! . (1 

x" 

i ■ -1 • 

H-H 


7. Cl) 


./)(..■)■ 

■I/-,,- 

will ;i;. 




3. (1) 


' Zjmin-v- 
0 

-,.i, (:)'■" 




7. {))) 


■'-! O'O 

f TTii'. 

• ('.(iH.r, 




y„,., 



1 V-1 //«//(-,.) 11(1-1 
I" 




12 . ( 0 ) r,(a 


2 "I 

f 

■ ‘ V(- 

71 y f ' 

u 


■l-.l) 

•A) 




1) 

.... 

lU 





18, (7) 

il 

7 ^ 

" 7t 

[»!'(«) -Ing 


t%-^Y 

ki-i 

m4-»i , 

>* I'MA I" 



“I" 

1 lln /‘jy 

Aisjl 


A* 




Id. 


Anliaug. 
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10- ( ) > » -I- .V ni ri {n — a) \ - ’■ ~ 1 ’ 

' ;.=!() 

ia.(0a) !• = • 

0 

12.(61.) ” 

=[>('(0)- loKf >„-(*) + ;+t(f) - ‘ +^+^(f) + ■• • 
16,(7a) r„(.T)= “ I ’f''((')-l0i5 2 j. '„(*)+ 

A = 1 




\/ (■'« - - (;),.0c) sin (.r- -'j~ 

14. ((I) 




wo; 


. . I/.' 1^ ll(;-h2m-|-..,) Y-LV”"''' 

V'’ ‘V I ' «. -I- 1 1 ^ Yi (2 m -j- 2) if(r — 2 w — ^ ) \2 a'J 


(‘ill’: 


2 m > V !5 - 


nf.-s I 1== • 3« • • • 11* 

14. l)y J. ,) --' .1. „ . / >3 H" . I J, , /ii rt.W 'T~ 


W. (7) «..(»)“= J'(-- 


(3I(8a*)« 

1 \2;. + l 


wo: 


Is" ;/0-h2m + .5) 

(. ( a; I o,„ .,. 1 1 JJ(^ ^ gj j j _ 2 — 1) V2 xl 


Cai’: 


2 m >v- -5- 
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All bang, 



14. {7h) 

*1^0 ('"^O 

fi'a; H ! (rt.r)'' o! (k.-b) 



12. (1) 


',0‘0“ l4l. •■■'">(.'■ 

n) 


12. (2) 


“7’ 


{x f.: to J, 

12. (5) 

i)./,- _ 

r)j’ 


li /.■ny-l'a-i 

l-Dly/ 

IB. (7) 

t=^ 1 

. « 

y ^^v))*/;.0'-) •f^( iV' 

...1 i'-f a/i. 

/I (f -)- fi)* 



15. (1) 
15. (H) 
15. (5) 
15. («) 


.r\' 1) 


in 


V" (r 

k I - 0 

0 

sill ;i: 2 ^;( l. )Va; , (a;). 




/is: II 


- l)^/uA4 

;.t!0 

20 . ( 2 ) .r, (,r -I- ,./) ■- V,/, (,</). 

A r: to 

20. (r>) ./■„(> -I- If) ^ ./„(.r)./o(.'/) -f 2 (- 1 )'./A(VU,(!r/). 

-il l I 

•■(• CK> 

20.(4) + 

^ s s — 

20. (li) .V„(.t)./,(,./) + 2 V(- :iy3',(*)J-,(s,). 

/ o 0 
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21- (5) 






;t=o 


21. (6 a) 


Jo'*2/) “ •^oW + 2 -1, 1, /) 

^=i 

= y if(2A+ !)/„+, (a;)J'(A + 1, -A. 2, y^. 
= 0 


6. (13) 


J(x) “ ^ / (l “ i cos xudu, 

1 

= - C{\ ~~ It*)’"* - cos Xltdu. 


e. (14) 


j /A 1 ^ 


/* BOS (jc cos ») sin^’'a)d(o, 


8 

2 ;V*’ /’ . « 

I cos (x cos w) sin'^ ’’ wf? ro . 

y TT 2 ’'JT(ia .J),; 


1 

9. (1) •'■,.(.«) = (I )'“"n(.v4r-l).f 


untor <ler Vovaussotzung, clafl jii > — 1 imd v > fi isfc. 


11* (<l) 



/♦ V 4 • / 

2v — 1 \ 


/ COB ^ » 31U f (C 

'““"2 


) — 3 a 


3 .% cotg (ii 




dm. 


0 
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Aubang. 


71 

8. (1) J’nOc) ^ I* 0os(a!sm w-«c->)rfoj. 

b 

71 

8. (2) /o(‘0 I y (^’ “) • 

0 

;t 

T , ^ 

8. (3) J‘„(a;) ^^J'cos (a; sin w) rfw = ^ cos (a^ sm w) ^/oj. 


/ cos’' ■^O.COBix ^0,j 

/,^ / N « ^ / \ — c no), 

U.(6) l,.W= y-S(--^/ - 


2'' + ^a:'’ 


17. (26) 

17. (2G) 


n(/.'-l) _ ^ j’ '" V 1 


J ^ 

0 

CA 

jj.i— 

0 

17 . (Ha) J 

fl? 

IV. (11b) 


(1u 


u 

ji* — 

(In 

L-[ 

u ~~ 


(lu 

„J j 

ti ~~ 

g,S 


17. (lie) J 



Anhang. 


129 




= ( (i'^- + ■^;)''’ + + 9 (1 - -J)/.’) ■ 

Gonau dio oiitaprechondo i’ormol gilt fiii- Y,,. 

1 

17. (21ii) (o” - p^) f xJ/«x).r,.(px)dx - 

1 

17. (21 c) («3 - ^^)fa}J^.(^x)J^,{^x)dx = 

4 ) 

“ "•rM-r.-iM - (.^-d 

1 

17. (2:l(j) - ^^)fxJ,.{c^x)y^,{Mclx^ 

0 

= 1 (“ )"+ „ r_.(^) ^ J^(„) 

1 

17. (23a) 2 r !(,V(.a-«)ri«=(l-^^j)/.\.r)+(.l,'(4)’’, 

0 

] 

17. (22b) ‘iJ'<aXxu)YXxu)du = ^,+ (l-^,)jX‘«)rXx) 

+ /;(a’)r;(4 


SoliAflkoltllnt Dio Dofloolfiolion HTunktlonon. 
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